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Известно, что функция Грина краевой задачи представляет мероморфную функцию от
спектрального параметра. Когда краевые условия содержат интегро-диференциальные
члены, то мероморфность функции Грина такой задачи также можно доказать. При
этом удается выписать структуру вычета в особых точках функции Грина краевой
задачи с интегродифференциальными возмущениями. Анализ структуры вычета позволяет
утверждать, что собственные функций исходного оператора достаточно гладкие функции.
Удивительно, что сопряженный оператор может иметь негладкие собственные функций.
В работе выяснена степень негладкости собственной функции сопряженного оператора
к оператору с интегро-диференциальными краевыми условиями. Указывается, что даже
сопряженные к многоточечным граничным задачам обладают негладкими собственными
функциями.
Ключевые слова: Оценка, полюс, собственные значения, интегро-дифференциальные
условия, единственное решение, ряд Лорана, сопряженной оператор, собственная функция,
возмущенная краевая задача, граничные условия, функция Грина, резольвента, базис Рисса,
простой нуль.
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Шекаралық есептiң Грин функциясы спектральды параметрдiң мероморфтық функциясы
екенi белгiлi. Егер шекаралық шарттарда интегро-дифференциалды мүшелер болса, онда
мұндай есептiң Грин функциясының мероморфтылығын да дәлелдеуге болады. Бұл
жағдайда ауытқыған интегро-дифференциалды шекаралық есептердiң Грин функциясының
сингулярлы нүктелерiндегi шегерiмнiң құрылымын жазуға болады. Қалдық құрылымын
талдау бастапқы оператордың меншiктi функциялары жеткiлiктi тегiс функция болатынын
тұжырымдауға мүмкiндiк бередi. Бiр таңқаларлығы, түйiндес оператордың тегiс емес
меншiктi функциялары болуы мүмкiн.Бұл жұмыста интегро-дифференциалды шекаралық
шарттар бар операторға түйiндес оператордың меншiктi функциясының тегiс еместiгiнiң
деңгейi анықталды. Көпнүктелi шекралық есептерге түйiндестердiң де тегiс емес меншiктi
функцияларға ие болатыны көрсетiлген.
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It is known that the Green function of a boundary value problem is a meromorphic function
of a spectral parameter. When the boundary conditions contain integro-differential terms,
then the meromorphism of the Green’s function of such a problem can also be proved. In
this case, it is possible to write out the structure of the residue at the singular points of the
Green’s function of the boundary value problem with integro-differential perturbations. An
analysis of the structure of the residue allows us to state that the eigenfunction functions of the
original operator are sufficiently smooth functions. Surprisingly, the adjoint operator can have
non-smooth eigenfunctions. The degree of non-smoothness of the eigenfunction of the adjoint
operator to an operator with integro-differential boundary conditions is clarified. It is indicated
that even those conjugate to multipoint boundary value problems have non-smooth eigenfunctions.

Key words: Estimate, pole, eigenvalues, integro-differential conditions, unique solution, Laurent
series, adjoint operator, eigenfunction, perturbed boundary, value problem, boundary conditions,
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1 Введение

Пусть 0<x<1 и задано дифференциальное выражение

L(y) = yn(x) +
n−1∑
k=0

pk(x)y(k)(x), 0 < x < 1

с гладкими коэффициентами pk ∈ Сk[0, 1], k = 0, 1, ..., n − 1. Дальнейшие все
рассуждения показаны для случая n=3, однако приводимые результаты (при
соответствующей их модификации) выполняются для произвольных n. Найдем набор
чисел α1, β1, γ1, α2, β2, γ2, α3, β3, γ3 таких, что θ0 6= 0 и θ1 6= 0, где

θ0 =

∣∣∣∣∣∣∣
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Из результатов работ [1], [2] вытекает, что совокупность граничных условий

U1(y) = α1y
(γ1)(0) + β1y

(γ1)(1) = 0,

U2(y) = α2y
(γ2)(0) + β2y

(γ2)(1) = 0, (1)

U3(y) = α3y
(γ3)(0) + β3y

(γ3)(1) = 0

,
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представляют усиленно-регулярные краевые условия.Поэтому система собственных
функций задачи на собственные значения

L(y) = λy, 0 < x < 1 (2)

с краевыми условиями (1) образуют базис Рисса в функциональном пространстве
L2(0, 1).Согласно монографии [3], асимптотика одной серии собственных значений
краевой задачи (1), (2) имеет вид

λ
′

k = (−2kπi)3
[
1− 3 ln0 ξ

(1)

2kπi
+O

(
1

k2

)]
Другая серия собственных значений краевой задачи (1), (2) имеет аналогичный вид.

Из результатов работы [4], вытекает, что следующие краевые условия

Vj(y) ≡ Uj(y) +

γj∑
s=0

∫ 1

0

y(s)(t)ρsJ (t)dt = 0, j = 1, ..., n (3)

также представляют усиленно-краевые условия. Поэтому остаются справедливости
результаты работ [1],[2], так что система собственных и присоединенных функции
оператора с краевыми условиями (3) образуют базис Рисса в функциональном
пространстве L2(0, 1). Для дальнейших целей краевые условия (3) удобно переписать
в каноническом виде, предложенном в работе [5]. Уравнение L(y) = f(x), 0 < x < 1 с
интегро-дифференциальными условиями вида

Vj(y) ≡ Uj(y)−
∫ 1

0

L(y)σj(x)dx = 0, j = 1, 2, 3 (4)

при произвольном наборе граничных функции

σ1 ∈ L2(0, 1), σ2 ∈ L2(0, 1), σ3 ∈ L2(0, 1).

имеет единственное решение y(x) при любом f из L2(0, 1) причем справедлива оценка
‖y‖L2(0,1)

≤ c ‖f(x)‖
L2(0,1)

. Обратное утверждение также верно. Если уравнение L(y) =

f(x), 0 < x < 1 с некоторыми дополнительными линейными условиями при любом
f из L2(0, 1) имеет единственное решение с требованием ‖y‖L2(0,1)

≤ c ‖f(x)‖
L2(0,1)

то
найдется такой набор граничных функции σ1 ∈ L2(0, 1), σ2 ∈ L2(0, 1), σ3 ∈ L2(0, 1), что
дополнительные условия будут эквивалентны условиям (3).

Согласно приведенной теореме условия (3) эквивалентны условиям (4) при
некоторых σ1 ∈ L2(0, 1), σ2 ∈ L2(0, 1), σ3 ∈ L2(0, 1).Подробности вычисления граничных
функции σ1, σ2, σ3 по функциям {ρsj(t)} можно найти в работе [6].

2 Обзор литературы

Статья посвящена построению функции Грина краевой задачи для дифференциального
уравнения с усиленно-регулярными краевыми условиями в окрестности полюса.
Вопросы, как построение функции Грина и разложение по собственным функциям для
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дифференциальных операторов с усиленно- регулярными краевыми условиями мало
изучены. Для изучения аналитической природы функции Грина мы развиваем идеи
работ [Кангужин, Вычетное и спектральное разложения дифференциального оператора
на графе-звезде, Вестник КазНУ, 2018], [Келдыш]. Отметим работы [9], [10] посвящены
разложению по собственным функциям дифференциальных самосопряженных и
несамосопряженных операторов.

В работе [14] изучены обратные задачи для дифференциальных операторов
с регулярно краевыми условиями для 2-го порядка. В работе [17] рассмотрены
спектральные задачи для дифференциального оператора нечетного порядка. В работе
[13], [15], [18],[19], [20] приведены некоторые вопросы спектрального анализа обратных
задач для дифференциальных операторов.

А в данной работе выведена формула разложения функции Грина по собственным
функциям дифференциального оператора 3-го порядка с усиленно- регулярными
краевыми условиями.

3 Функция Грина невозмущенной краевой задачи

Рассмотрим краевую задачу на собственные значения

L(y) = f(x), 0 < x < 1
U1(y) = 0, U2(y) = 0, U3(y) = 0

Резольвента оператора L имеет вид

(L0 − λI)−1f =

∫ 1

0

G0(x, t, λ)f(t)dt

где

G0(x, t, λ) = −

∣∣∣∣∣∣∣∣
y1(x, λ) y2(x, λ) y3(x, λ) g(x, t)
U1(y1) U1(y2) U1(y3) U1(g)
U2(y1) U2(y2) U2(y3) U2(g)
U3(y1) U3(y2) U3(y3) U3(g)

∣∣∣∣∣∣∣∣
∆0(λ)

- функция Грина оператора L0. Здесь при x > t функция g(x, t) имеет следующий
вид:

g(x, t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
y1(t) y2(t) y3(t)

y
(1)
1 (t) y

(1)
2 (t) y

(1)
3 (t)

y1(x) y2(x) y3(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣
если x ≤ t, тогда g(x, t) = 0.

∆0(λ) =

∣∣∣∣∣∣
U1(y1) U1(y2) U1(y3)
U2(y1) U2(y2) U2(y3)
U3(y1) U3(y2) U3(y3)

∣∣∣∣∣∣
,
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3.1 Возмущенная краевая задача и ее функция Грина

Рассмотрим краевую задачу на собственные значения

L(y) = f(x), 0 < x < 1

V1(y) ≡ U1(y)−
∫ 1

0
L(y)σ1(x)dx = 0

U2(y) = 0, U3(y) = 0

Резольвента оператора L имеет вид

(L− λI)−1f(x) =

∫ 1

0

G(x, t, λ)f(t)dt, 0 < x < 1

где

G(x, t, λ) =

∣∣∣∣ κ1(x, λ) G0(x, t, λ)
V1(κ1) V1(G0)

∣∣∣∣
V1(κ1)

= G0(x, t, λ)− κ1(x, λ)V1(G0)

V1(κ1)

-функция Грина оператора L.
Здесь κ1(x, λ)- решение однородного уравнения

L(κ1) = λκ1 , 0 < x < 1,

с неоднородными краевыми условиями

U1(κ1) = 1, U2(κ1) = 0, U3(κ1) = 0.

3.2 Главная часть разложения в ряд Лорана функции Грина

В этом пункте вычислена главная часть разложения в ряд Лорана функции Грина
возмущенного оператора в окрестности простого собственного значения. В нашем
случае, нули функции V1(κ1) являются полюсами резольвенты (L − λI)−1. Пусть

λ0−простой нуль функции V1(κ1) = 0
d

dλ
V1(κ)

∣∣∣∣
λ0

6= 0. Тогда разложение в ряд Лорана

в окрестности простого полюса примет вид

G(x, t, λ) = −
res
λ0
G(x, t, λ)

λ− λ0
+прав. часть

где

res
λ0
G(x, t, λ) = −κ1(x, λ)V1(G0)

d

dλ
V1(κ1)

∣∣∣∣
λ=λ0

(5)

По теореме Келдыша [7] известно, что

G(x, t, λ) = −u0(x)v0(t)

λ− λ0
+ h0(x, t, λ), (6)
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где h0(x, t, λ)−регулярная в окрестности точки λ0.Здесь u0(x)−собственная функция
оператора L, а v0(t) - собственная функция сопряженного оператора L∗к операторуL,
то есть

L(u0) = λ0u0, u0 ∈ D(L),

L∗(v0) = λ0v0, v0 ∈ D(L∗).

Сравнивая соотношения (5) и (6), получим равенства

u0(x) = κ1(x, λ0), v0(t) =
V1(G0)

d

dλ
V1(κ1)

∣∣∣∣
λ=λ0

Теорема 1. Если λ0-простое собственное значение оператора L, тогда собственная
функция оператора L имеет следующий вид

k1(x, λ0) =
1

∆0 (λ0)

∣∣∣∣∣∣
y1(x, λ0) y2(x, λ0) y3(x, λ0)
U2(y1) U2(y2) U2(y3)
U3(y1) U3(y2) U3(y3)

∣∣∣∣∣∣
То есть удовлетворяет следующей возмущенной краевой задаче

Lκ1(x, λ0) = λ0κ1(x, λ0),

V1κ1(x, λ0) = U1κ1(x, λ0)−
∫ 1

0
L(κ1(x, λ0))σ1(x)dx = 0,

U2κ1(x, λ0) = U3(κ1(x, λ0) = 0

Теорема 2. Пусть λ0− простой нуль функции V1(κ1).Тогда функция Грина
оператора L в окрестности простого полюса имеет представление

G(x, t, λ) =

κ1(x, λ0)V1(G0)

d

dλ
V1(κ1)

∣∣∣∣
λ=λ0

λ− λ0
+G0(x, t, λ0)

Здесь κ1(x, λ0) - собственная функция оператора L, V1(G0) - собственная функция
сопряженного оператора L∗ к оператору L. Причем она определяется по формуле

V1(G0) = σ1(t) + λ0

∫ 1

t

g(x, t, λ)σ1(x)dx+
λ0

∆0(λ0)∣∣∣∣∣∣∣∣
y1(t) y2(t) y3(t)

y
(1)
1 (t) y

(1)
2 (t) y

(1)
3 (t)

1∫
0

2∑
k=1

βk+1y
(k)
1 (1)A3σ1(x)dx

1∫
0

2∑
k=1

βk+1y
(k)
2 (1)A3σ1(x)dx

1∫
0

2∑
k=1

βk+1y
(k)
3 (1)A3σ1(x)dx

∣∣∣∣∣∣∣∣
,
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4 Заключение

В заключении отметим, что собственная функция исходного оператора гладкая
функция. В то же время собственная функция сопряженного оператора может быть
негладкой и степень ее гладкости зависит от гладкости граничного возмущения.
Эти выводы вытекают из представления собственных функций данных в теореме
2. В частности даже сопряженные к многоточечным граничным задачам обладают
негладкими собственными функциями. В данной теореме 2 приведены результаты,
касающихся возмущения только одного граничного условия. Аналогичные результаты
получаются, когда возмущению подвергаются все три граничных условия.
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