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Настоящая статья посвящена исследованию признаков сильной осцилляторности и неосцил-
ляторности одного класса квазилинейных и линейных разностных уравнений второго поряд-
ка. К вопросу осцилляционных свойств разностных уравнений посвящены достаточно много
статей, монографии и книг. Более сильно исследованы линейные, квазилинейные разностные
уравнения второго порядка с различными методами. Среди разнообразных методов иссле-
дования осцилляционных свойств дифференциальных и разностных уравнения имеются два
основных метода, один из которых называется "техника Риккати исходящий из теории ли-
нейных дифференциальных и разностных уравнений, а другой "вариационный принцип"или
просто "вариационный метод". В большинстве работ, посвященных к осцилляционным свой-
ствам дифференциальных и разностных уравнении, используются техника Риккати. Это свя-
зано тем, что в вариационном методе задача сводится к исследованию выполнения некото-
рого весового неравенства на множестве финитных последовательности, который является
не менее сложная задача. В данной работе используя результаты авторов по весовым нера-
венствам Харди в разностной форме и на основе вариационного принципа получены раз-
личные необходимые и достаточные условия сильной осцилляторности и неосцилляторности
для двухчленного полулинейного и линейного разностного уравнения второго порядка. Как
приложение полученных результатов даны критерии ограниченности снизу и дискретности
спектра одного одночленного разностного оператора второго порядка.
Ключевые слова: полулинейное разностное уравнение, сильная неосцилляторность, силь-
ная осцилляторность, весевое дискретное неравенство Харди, последовательность чисел, дис-
кретный оператор, дискретность спектора.

Екiншi реттi жартылай сызықты айырымдық теңдеудiң күштi тербелiмсiздiгi және
тербелiмдiлiгi
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Бұл мақала екiншi реттi квазисызықты және сызықтық айырымдық теңдеулердiң бiр класы-
ның қатты тербелiмдiлiк және тербелiмсiздiк белгiлерiн зерттеуге арналған. Айырымдық тең-
деулердiң тербелiмдiлiк қасиеттерi туралы көптеген мақалалар, монографиялар мен кiтаптар
берiлген. Екiншi реттi сызықтық, квазисызықтық айырымдық теңдеулер әртүрлi әдiстермен
неғұрлым күштi зерттелген. Дифференциалдық және айырымдық теңдеулердiң тербелiм-
дiлiк қасиеттерiн зерттеудiң әртүрлi әдiстерiнiң iшiнде екi негiзгi әдiс бар, олардың бiрi сызы-
қтық дифференциалдық және айырымдық теңдеулер теориясынан шығатын "Риккати тех-
никасы" деп аталады, ал екiншiсi – "вариативтi принцип" немесе жай "вариациялық әдiс" .
Дифференциалдық және айырымдық теңдеулердiң тербелiмдiлiк қасиеттерiне арналған көп-
теген жұмыстарда Риккати әдiсi қолданылады. Бұл вариациялық әдiсте, есеп финиттi тiз-
бектер жиынындағы қандайда бiр салмақты теңсiздiктi зерттеуге әкелiнетiнiне байланысты,
мұның өзi оңай есеп емес. Бұл жұмыста авторлардың айырымдық түрдегi салмақты Харди
теңсiздiктерiнiң нәтижелерiн қолдана отырып және вариациялық принцип негiзiнде екiншi
реттi екiмүшелi жартылайсызықты және сызықты айырымдық теңдеуi үшiн күштi тербелiм-
дiлiк пен тербелiмсiздiктiң әртүрлi қажеттiлiк және жеткiлiктiлiк шарттары алынды. Алы-
нған нәтижелерге сүйене отырып, төменнен шенелгендiк және екiншi реттi бiр бiрмүшелi
айырымдық оператордың спектрiнiң дискреттiлiгi критерилерi берiлген.
Түйiн сөздер: жартылай сызықты айырымдық теңдеу, күштi тербелiмсiздiк, күштi тер-
белiмдiлiк, салмақты дискреттi Харди теңсiздiгi, сандық тiзбектер, дискреттi оператор,
спектрдiң дискреттiлiгi.
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This article is devoted to the study of the signs of strong oscillation and non-oscillation of one
class of second-order quasilinear and linear difference equations. A lot of articles, monographs
and books are devoted to the question of the oscillatory properties of difference equations. More
strongly investigated are linear, quasilinear difference equations of the second order with various
methods. Among the various methods for studying the oscillation properties of differential and
difference equations, there are two main methods, one of which is called the "Riccati technique" ,
which proceeds from the theory of linear differential and difference equations, and the other is
the "variational principle" or simply the "variational method" . In most works devoted to the
oscillatory properties of differential and difference equations, the Riccati technique is used. This is
due to the fact that in the variational method the problem is reduced to studying the fulfillment
of some weighted inequality on the set of compactly supported sequences, which is an equally
difficult task. In this paper, using the results of the authors on the Hardy weight inequalities in
difference form and based on the variational principle, various necessary and sufficient conditions
for strong oscillation and non-oscillation for the two-term half-linear and linear difference equation
of the second order are obtained. As an application of the results obtained, criteria are given
for boundedness below and discreteness of the spectrum of a one-term difference operator of the
second order.

Key words: half-linear difference equation, strong non-oscillation, strong oscillation, discrete
Hardy weighted inequality, sequence of numbers, discrete operator, discreteness of the spectrum.

1 Введение

Рассмотрим полулинейное разностное уравнение второго порядка:

∆(ρi |∆yi|p−2 ∆yi) + λυi |yi+1|p−2 yi+1 = 0, i = 0, 1, 2, ..., (1)

где λ > 0, 1 < p < ∞ и ∆yi = yi+1 − yi. Относительно коэффициентов уравнения (1)
полагаем, что υ = {υi} и ρ = {ρi} являются последовательностями неотрицательных
действительных чисел. Более того, пусть ρi > 0 для всех i = 0, 1, 2, ... и для каждого
m > 1 существует i > m такой, что υi ̸= 0.

Приведем необходимые для настоящей работы определения и утверждения. Пусть
m ≥ 0 и n ≥ 0– целые числа. Для краткости будем писать "интервал" , подразумевая
"дискретный интервал" .

– Говорят, что интервал (m, m + 1] содержит обобщённый нуль нетривиального ре-
шения y = {yi} уравнения (1), если ym ̸= 0 и ymym+1 < 0.

– Нетривиальное решение y уравнения (1) называется осцилляторным, если оно име-
ет бесконечное число обобщённых нулей, в противном случае оно называется неосцил-
ляторным.

– Уравнение (1) называется осцилляторным, если все его нетривиальные решения
являются осцилляторными, в противном случае оно называется неосцилляторным.

– В силу теоремы Штурма о разделении нулей [1, Theorem 3], уравнение (1) осцил-
ляторно, если одно его нетривиальное решение осцилляторно.

– Уравнение (1) называется сильно осцилляторным или неосцилляторным, если оно
при всех λ > 0 соответственно является осцилляторными или неосцилляторным.
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Уравнение (1) и его частный случай при p = 2 является дискретным уравнением
Штурма-Лиувилля

∆(ρi∆yi) + λυiyi+1 = 0, i = 0, 1, 2, ..., (2)

Уравнение (1) и (2) являются разностным аналогом следующих дифференциальных
уравнении

(ρ(t) |y′(t)|p−2
y′(t))′ + υ(t) |y(t)|p−2 y(t) = 0, p > 1, (3)

(ρ(t)y′(t))′ + υ(t)y(t) = 0, (4)

соответственно.
Кроме того сильной неосцилляторностью уравнения (2) тесно связно со спектраль-

ным свойством соответствующего оператора. Основной целью этой работы является
получение необходимые и достаточные условия сильной неосцилляторности и осцилля-
торности уравнения (1).

2 Обзор литературы и методы исследования

Исследования осцилляционных свойств уравнения (4) начинается в знаменитой работе
Штурма [14] и развивается в настоящее время. В начале прошлого века стали интенсив-
но исследовать осцилляционные свойства и нелинейные дифференциальные уравнения.
Отметим книгу [15], в которых даны достаточные успехи в этой области в первой поло-
вине прошлого века. Позже стало увеличиваться количество работ, посвященных этой
тематике, в связи с применением результатов в различных направлениях качественной
теории дифференциальных уравнений второго порядка, например в спектральной тео-
рии дифференциальных операторов [17].

Исследования свойств решения уравнения (3) начались с работы Бихари [11], Эль-
берта [13] и Мирзова [12], которых обычно называют "пионерами" качественной теории
(HL).

Основные результаты и методы исследования качественной теории уравнения (3) и
уравнения (1) до 2005 года изложены в прекрасной книге Досли и Рехака [8], где первый
автор вложил много сил для развития качественной теории (3).

Интерес к качественной теории (3) связан с одной стороны, как обобщение линейного
уравнения (4), с другой стороны, как одномерный случай дифференциальных уравнений
в частных производных с так называемым p-Лапласианом, имеющие большие приложе-
ния в физике, биологии, а также в теории не Ньютоновской среды или в некоторых
моделей гласеологии [16]. Исследования уравнения (1) начались в 70 годах прошлого
века и как дискретный аналог уравнения (3) имеют многочисленные приложения (см.,
например, [9], [10]).

Среди разнообразных методов исследования осцилляционных свойств уравнения (1)
имеются два основных метода, один из которых называется "техника Риккати" , исхо-
дящий из теории линейных уравнений (2), а другой "вариационный принцип" или про-
сто "вариационный метод" [8]. Большая часть работы посвященные к осцилляционным
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свойствам уравнения (1) и (2) используют технику Риккати и ее различные обобще-
ния (см., например, [1], [4], [5], [6]} и приведенные там ссылки). Однако этой техникой
очень трудно получить результаты виде критерии. Как показана будеть ниже, вариаци-
онный метод сводится к устанавлению весового разностного неравенста на множестве
финитных последовательности. Но, когда коэффиценты уравнения (1), (2) произволь-
ные последовательности установление соответстующего неравенства во многих случаях
является открытой проблемой. В работе [2] применяя вариационный метод, при условии

∞∑
i=s

ρ1−p′

i = ∞, (5)

получена достаточные, а также необходимые условия осцилляторности и неосциллятор-
ности уравнения (1) и (2). Здесь использована результаты весового дискретного нера-
венства Харди [18], [19], [20]. В работах [21], [22] успешно применен резултаты весово-
го интегрального неравенства Харди [23] для установления осцилляционных своиства
уравнения вида (3).

В данной работе применяя вариационный прицип получена критерий сильной ос-
цилляторности и неосцилляторности уравнения (1) и (2), но выпольнение условие (5)
непредполагается.

3 Основные результаты

Исследование уравнения (1) опирается на следующий вариационный принцип, приве-
дённое в работе [1].

Теорема A Пусть 0 ≤ m < ∞. Уравнение (1) является неосцилляторным тогда и
только тогда, когда существует m>1 и выполняется неравенство

∞∑
i=m

(ρi |∆yi|p − λυi |yi+1|p) ≥ 0 (6)

для всех нетривиальных y = {yi}n+1
i=m, ym = 0 и yn+1 = 0

Здесь нам понадобится утверждение, эквивалентное теореме А, доказательство кото-
рого приведено в работе [3]. Для этого эквивалентного утверждения дадим определение
множества

◦
Y (m,n) для 0 ≤ m < n ≤ ∞. Нетривиальную числовую последовательность

y = {yi}∞i=0 назовем финитной, если конечное число её членов отлично от нуля, а множе-
ство supp y := {i ≥ 0 : yi ̸= 0} назовем её носителем. Обозначим через

◦
Y (m,n) совокуп-

ность всех финитных последовательностей y, у которых supp y ⊂ [m+1, n], n < ∞. При
n = ∞ мы полагаем, что для любого y найдётся целое число k = k(y) : m < k < ∞такое,
что supp y ⊂ [m+ 1, k].

Теорема B Пусть 0 ≤ m < n ≤ ∞. Уравнение (1) является неосцилляторным
тогда и только тогда, когда существует m > 1и выполняется неравенство

∞∑
i=m

λυi−1 |yi|p ≤
∞∑

i=m

ρi |∆yi|p , y ∈
◦
Y (m,n), (7)
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где υ−1 = 0.
В случае λ = 1 уравнение (1) и соотношение (7) соответственно имеет вид

∆(ρi |∆yi|p−2 ∆yi) + υi |yi+1|p−2 yi+1 = 0, i = 0, 1, 2, ..., (8)

∞∑
i=m

υi−1 |yi|p ≤
∞∑

i=m

ρi |∆yi|p , y ∈
◦
Y (m,n), (9)

где υ−1 = 0.
Расмотрим весевое неравенство Харди в разностной форме

∞∑
i=m

υi−1 |yi|p ≤ Cm

∞∑
i=m

ρi |∆yi|p , y ∈
◦
Y (m,n), (10)

Лемма 1. Пусть 1 < p < ∞ и Cm – наилучшей константа в (10). Тогда уравнение
(1)

(i) неосцилляторно тогда и только тогда, когда существует m > 1 и выполнено
0 < Cm ≤ 1;

(ii) осцилляторно тогда и только тогда, когда для любого m > 1 выполнено Cm > 1.
Доказательство леммы 1. Так как утверждение (ii) является отрицанием утвер-

ждения (i), то достаточно доказать утверждение (i). Пусть уравнение (8) неосцилля-
торно. Тогда, в силу теоремы В, существует m > 1 и выполняется неравенство (9) для
всех y ∈

◦
Y (m,n). Это означает, что 0 < Cm ≤ 1. Обратно, пусть существует m > 1 и

выполнено 0 < Cm ≤ 1. Тогда для m > 1 выполнено (9) для всех y ∈
◦
Y (m,n). Поэтому

на основания теоремы В уравнение (8) неосцилляторно. Лемма 1 доказана.
В работе [7] найден критерий выполнения неравенства (10) вместе с оценкой его

наилучшей константы Cm:
Теорема C. Пусть 0 ≤ m < n ≤ ∞ и 1 < p < ∞. Неравенство (10) выполняется

тогда и только тогда, когда B(m,n) < ∞. Более того, для наименьшей константы в (10)
выполняется

B(m,n) ≤ Cm ≤ 2γ̃pB(m,n), (11)

где

B(m,n) ≡ Bυ,ρ(m,n) = sup
m<t≤s<n

(
s−1∑
i=t

υi

)( t∑
i=m

ρ1−p′

i

)1−p

+

(
n∑

i=s

ρ1−p′

i

)1−p
−1

и

γ̃p = inf
1<µ

µp(µp − 1)

(µ− 1)p
.

Умнажая обе части неравенства (10) на λ > 0 получим неравенство Харди соответ-
ствующее неравенству (7)

∞∑
i=m

λυi−1 |yi|p ≤ λCm

∞∑
i=m

ρi |∆yi|p , y ∈
◦
Y (m,n), (12)
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при этом в неравенстве (12) наилучшая константа будет λCm, где Cm–наилучшая кон-
станта в неравенстве (10).

Теперь, на основании леммы 1 и теоремы С имеем
Теорема 1. Пусть 1 < p < ∞. Тогда уравнение (1)
(i) сильно неосцилляторно тогда и только тогда, когда

lim
m→∞

B(m,∞) = lim
m→∞

sup
m<t≤s<∞

s−1∑
i=t

υi(
t∑

i=m

ρ1−p′

i

)1−p

+

(
∞∑
i=s

ρ1−p′

i

)1−p = 0 (13)

(ii) сильно осцилляторно тогда и только тогда, когда

lim
m→∞

B(m,∞) = lim
m→∞

sup
m<t≤s<∞

s−1∑
i=t

υi(
t∑

i=m

ρ1−p′

i

)1−p

+

(
∞∑
i=s

ρ1−p′

i

)1−p = ∞ (14)

Доказательство теоремы 1. Часть (i). Пусть уравнение (1) сильно неосцилля-
торно. Тогда, в силу леммы 1, для любого λ > 0 существует m(λ) > 1 и выполнено
λCm(λ) ≤ 1. Откуда Cm(λ) ≤ 1

λ
и

lim
λ→∞

Cm(λ) = 0. (15)

Так как из 0 < λ < λ1 и λ1Cm(λ1) ≤ 1 следует λCm(λ1) ≤ 1, то m(λ) ≤ m(λ1), т.е.,
m(λ)не убывает по λ > 0. Поэтому существует lim

λ→∞
m(λ) = m(∞). Если m(∞) < ∞, то

из (11) и (15) имели бы B(m(∞),∞) = 0, что невозможно в силу наложенных условия
на последовательности υ, ρ. Следовательно lim

λ→∞
m(λ) = ∞ и из (15) имеем lim

m→∞
Cm = 0.

Тогда из (11) следует выполнение (13).
Обратно, пусть выполнено (13). Тогда для любого λ > 0 существует m(λ) такой,

что B(m(λ),∞) ≤ 1
2γ̃pλ

, т.е., λ2γ̃pB(m(λ),∞) ≤ 1 Откуда из (11) имеем λCm(λ) ≤ 1 для
любого λ > 0. Тогда по лемме 1 уравнение (1) неосцилляторно для любого λ > 0, т.е.,
уравнение (1) сильно неосцилляторно.

Теперь докажем утверждение (ii). Пусть уравнение (1) сильно осцилляторно. Тогда
по лемме 1 для любого λ > 0 и для любого m > 1выполнено λCm > 1 или Cm ≥ 1

λ
.

Откуда при λ → 0 имеем Cm = ∞ для любого m > 1 и в частности при lim
m→∞

Cm = ∞.
Тогда из (11) следует (14).

Обратно, пусть выполнено (14). Тогда B(m,∞) = ∞и из (11) следует Cm = ∞, т.е.,
λCm = ∞ для любого λ > 0. Следовательно по лемме уравнение (1) сильно осциллятор-
но. Теорема 1 доказана.

Если
∞∑
i=s

ρ1−p′

i = ∞ (16)
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то

B(m,∞) = sup
m<t

∞∑
i=t

υi

(
t∑

i=m

ρ1−p′

i

)p−1

Поэтому из теоремы 1 имеем.
Следствие 1. Пусть 1 < p < ∞ и выполнено (16). Тогда уравнение (1)

(i) сильно неосцилляторно тогда и только тогда, когда

lim
t→∞

∞∑
i=t

υi

(
t∑

i=m

ρ1−p′

i

)p−1

= 0;

(ii) сильно осцилляторно тогда и только тогда, когда

lim
t→∞

∞∑
i=t

υi

(
t∑

i=m

ρ1−p′

i

)p−1

= ∞.

Из теоремы 1 как следствие получаем сильной осцилляторности и неосцилляторно-
сти уравнение (2).

Следствие 2. Уравнение (2)
(i) сильно неосцилляторно тогда и только тогда, когда

lim
m→∞

sup
m<t≤s<∞

s−1∑
i=t

υi(
t∑

i=m

ρ−1
i

)−1

+

(
∞∑
i=s

ρ−1
i

)−1 = 0

(ii) сильно осцилляторно тогда и только тогда, когда

lim
m→∞

sup
m<t≤s<∞

s−1∑
i=t

υi(
t∑

i=m

ρ−1
i

)−1

+

(
∞∑
i=s

ρ−1
i

)−1 = ∞

Пусть

∞∑
i=s

ρ−1
i = ∞ (17)

Следствие 3. Пусть выполнено (17). Уравнение (2)
(i) сильно неосцилляторно тогда и только тогда, когда

lim
t→∞

∞∑
i=t

υi

(
t∑

i=m

ρ−1
i

)
= 0;
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(ii) сильно осцилляторно тогда и только тогда, когда

lim
t→∞

∞∑
i=t

υi

(
t∑

i=m

ρ−1
i

)
= ∞.

Далее, мы предположим, что последовательности υ = {υi} и ρ = {ρi} положитель-
ные. Тогда на основании принципа взаимности [8] уравнение (1) и взаимное уравнение

∆
(
υ−1 |∆yi|p−2 ∆yi

)
+ λρ−1

i |yi+1|p−2 yi+1 = 0, i = 0, 1, 2, ... (18)

одновременно осцилляторно или неосцилляторно.
Применяя принцип взаимности, на основе теоремы 1 и следствие 1, 2 и 3 получаем

следующее утверждения.
Теорема 2. Пусть 1 < p < ∞. Тогда уравнение (1)

(i) сильно неосцилляторно тогда и только тогда, когда

lim
m→∞

sup
m<t≤s<∞

s−1∑
i=t

ρ−1
i(

t∑
i=m

υp′−1
i

)1−p

+

(
∞∑
i=s

υp′−1
i

)1−p = 0

(ii) сильно осцилляторно тогда и только тогда, когда

lim
m→∞

sup
m<t≤s<∞

s−1∑
i=t

ρ−1
i(

t∑
i=m

υp′−1
i

)1−p

+

(
∞∑
i=s

υp′−1
i

)1−p = ∞

Пусть

∞∑
i=s

υp′−1
i = ∞ (19)

Следствие 4. Пусть 1 < p < ∞ и выполнено (19). Тогда уравнение (1)
(i) сильно неосцилляторно тогда и только тогда, когда

lim
t→∞

∞∑
i=t

ρ−1
i

(
t∑

i=m

υp′−1
i

)p−1

= 0;

(ii) сильно осцилляторно тогда и только тогда, когда

lim
t→∞

∞∑
i=t

ρ−1
i

(
t∑

i=m

υp′−1
i

)p−1

= ∞.

Из теоремы 2 и следствие 4 для уравнение (2) имеем.
Следствие 5. Уравнение (2)
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(i) сильно неосцилляторно тогда и только тогда, когда

lim
m→∞

sup
m<t≤s<∞

s−1∑
i=t

ρ−1
i(

t∑
i=m

υi

)−1

+

(
∞∑
i=s

υi

)−1 = 0

(ii) сильно осцилляторно тогда и только тогда, когда

lim
m→∞

sup
m<t≤s<∞

s−1∑
i=t

ρ−1
i(

t∑
i=m

υi

)−1

+

(
∞∑
i=s

υi

)−1 = ∞

Пусть

∞∑
i=s

υi = ∞ (20)

Следствие 6. Пусть выполнено (20). Уравнение (2)
(i) сильно неосцилляторно тогда и только тогда, когда

lim
t→∞

∞∑
i=t

ρ−1
i

(
t∑

i=m

υi

)
= 0;

(ii) сильно осцилляторно тогда и только тогда, когда

lim
t→∞

∞∑
i=t

ρ−1
i

(
t∑

i=m

υi

)
= ∞.

Утверждения следствия 1,3,4 и 6 дополняет результаты работы [2].
Пусть минимальный дискретный оператор Lmin, порожденный разностным выраже-

нием

l(y)i =
1

ui

∆(ρi∆yi), i ≥ 1

в пространстве l2,uсо скалярным произведением (f, g)2,u =
∞∑
i=1

figiui (т.е.Lmin(y) = l(y))

является оператором с областью определение

D(Lmin) = {y = {yi}∞i=1 : y ∈
◦
Y (1,∞)}.

Известно, что все самосопряженные расширения L минимального оператора имеют по-
добные спектры, см., [17].

Рассмотрим вопрос ограниченности снизу и дискретности спектра оператора L.
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Связь между осцилляторностью уравнения (2) и спектральными свойствами опера-
тора L показано в следующем утверждении.

Лемма 2. [17] Оператор L ограничен снизу и имеет дискретный спектр тогда и только
тогда, когда уравнение (2) сильно неосцилляторно.

На основания следствие 2 и 5, имеем
Теорема 3. Пусть последовательности ρ, υ положителные. Тогда оператор L ограни-

чен снизу и имеет дискретный спектр тогда и только тогда, когда выполняются

lim
m→∞

sup
m<t≤s<∞

s−1∑
i=t

υi(
t∑

i=m

ρ−1
i

)−1

+

(
∞∑
i=s

ρ−1
i

)−1 = 0

или

lim
m→∞

sup
m<t≤s<∞

s−1∑
i=t

ρ−1
i(

t∑
i=m

υi

)−1

+

(
∞∑
i=s

υi

)−1 = 0

4 Заключение

Основной целью работы был получение необходимых и достаточных условии сильной ос-
цилляторности и неосцилляторности двухчленного полулинейного и линейного разност-
ного уравнения второго порядка. Используя ранее полученным результатом по весовому
разностному неравенству Харди на множестве финитных последовательностей, и приме-
няя вариационный принцип в теории осцилляции полулинейных разностных уравнений
получены критерий сильной осцилляторности и неосцилляторности двухчленного полу-
линейного и линейного разностного уравнения второго порядка. Как приложение этих
результатов получено критерии ограниченности снизу и дискретности спектра одного
одно членного дискретного оператора. Здесь предполагалось, что коэффициенты рас-
сматриваемого уравнения неотрицательные последовательности. Методы исследования
могуть быть применен, когда один из коэффициентов уравнения меняет свой знак.
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