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К РЕШЕНИЮ УРАВНЕНИЯ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ С ДРОБНОЙ
НАГРУЗКОЙ

Аннотация.В работе исследуются проблемы разрешимости неоднородной краевой задачи
в первом квадранте для дробно-нагруженного уравнения теплопроводности. Особенностью
рассматриваемой задачи является то, что, во-первых, нагруженное слагаемое представлено
в форме дробной производной Капуто по временной переменной, во-вторых, порядок про-
изводной в нагруженном слагаемом меньше порядка дифференциальной части и, в-третьих,
точка нагрузки является движущейся (с постоянной или переменной скоростями). Обраще-
нием дифференциальной части задача сведена к интегральному уравнению Вольтерра второ-
го рода, ядро которого содержит функцию параболического цилиндра. Произведена оценка
ядра полученного интегрального уравнения и показано, что ядро уравнения имеет слабую
особенность (при определенных ограничениях на нагрузку), что является основанием для
утверждения, что нагруженное слагаемое в уравнении является слабым возмущением его
дифференциальной части. Кроме того, исследованы предельные случаи порядка дробной
производной. Доказано, что по порядку дробной производной имеет место непрерывность
справа. Непрерывность слева нарушается. Результаты статьи могут оказаться полезными
при исследовании дробно-нагруженных уравнений теплопроводности в случае, когда нагру-
женное слагаемое представлено в форме дробной производной Капуто по пространственной
переменной.
Ключевые слова: нагрузка, дробная производная, уравнение Вольтерра.
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Бөлшек жүктелген жылуөткiзгiштiк теңдеуiнiң шешуiне әкелу

Аңдатпа. Жұмыста бiрiншi квадранттағы бөлшек-жүктелген жылуөткiзгiштiк теңдеуi үшiн
бiртектi емес шеттiк есептiң шешу мәселес
и зерттеледi. Қарастырылатын есептiң ерекшелiгi, бiрiншiден, жүктелген қосылғыш уақыт
айнымалысы бойынша Капуто бөлшек туындысы түрiне келтiрiлген, екiншiден, жүктелген
қосылғыштағы туындының ретi дифференциалды бөлiктiң ретiнен кiшi, үшiншiден, жүктеме
нүктесi қозғалмалы болады (тұрақты немесе айнымалы жылдымдықтармен). Есеп ядросы
параболалық цилиндрдi қамтитын функция болатын екiншi тектi Вольтерр интегралдық
теңдеуiне дифференциалдық бөлiктi айналдыру арқылы келтiрiледi. Алынған интегралдық
теңдеудiң ядросы бағаланды және теңдеу ядросының аз ерекшелiгi бары көрсетiлдi (жүкте-
меге белгiлi бiр шектеулерде), осы жағдай негiзiнде теңдеудегi жүктелген қосылғыш оның
дифференциалдық бөлiгiнiң әлсiз ауытқуы болып табылады деп тұжырым жасауға болады.
Сонымен қоса, бөлшек туындының ретiнiң шектiк жағдайлары зерттелдi. Бөлшек туынды-
ның ретi бойынша оң жақты үздiксiздiк орын алатыны дәлелдендi. Солжақты үздiксiздiк
бұзылады. Мақала нәтижелерiн жүктелген қосылғыш Капуто кеңiстiктiк айнымалы бойын-
ша бөлшектi туындысы түрiнде берiлген жағдайда жылуөткiзгiштiктiң бөлшек-жүктелген
теңдеулерiн зерттеуде қолдануға болады.
Түйiн сөздер: жұктеме, бөлшек туынды, Вольтерра теңдеуi.
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To solving the heat equation with fractional load

Abstract. In the paper, the solvability problems of an nonhomogeneous boundary value problem
in the first quadrant for a fractionally loaded heat equation are studied. Feature of this problem
is that, firstly, the loaded term is presented in the form of the Caputo fractional derivative with
respect to the time variable, secondly, the order of the derivative in the loaded term is less than
the order of the differential part and, thirdly, the point of load is moving (with constant or variable
velocity). By inverting the differential part, the problem is reduced to the Volterra integral equation
of the second kind, the kernel of which contains the function of a parabolic cylinder. The kernel of
the obtained integral equation is estimated and it is shown that the kernel of the equation has a
weak singularity (under certain restrictions on the load), this is the basis for the statement that the
loaded term in the equation is a weak perturbation of its differential part. In addition, the limiting
cases of the order of the fractional derivative are considered. It is proved that there is continuity
on the right in the order of the fractional derivative. Continuity on the left is broken. The results
of the paper may turn out to be useful in the study of fractionally loaded heat equations in the
case, when the loaded term is presented in the form of a Caputo fractional derivative with respect
to the spatial variable.
Key words: load, fractional derivative, Volterra equation.

1 Введение

Неослабевающий интерес к изучению нагруженных дифференциальных уравнений объ-
ясняется как расширяющимся объемом их приложений, так и тем фактом, что нагру-
женные уравнения составляют особый класс уравнений со своими специфическими за-
дачами. Наиболее общее определение нагруженного уравнения впервые было дано А.М.
Нахушевым [1] - [3]. В монографии [1] им даются понятия и подробная классификация
различных нагруженных уравнений: нагруженных дифференциальных, нагруженных
интегральных, нагруженных интегро-дифференциальных, нагруженных функциональ-
ных уравнений, и их многочисленные приложения и к задачам биологии.

Исследование обобщенной разрешимости неоднородных краевых задач для нагру-
женных дифференциальных уравнений в соболевских пространствах проводилось в ра-
ботах [4] -[5]. Помимо этого, в работах [4, 6] приводится обзор по нагруженным урав-
нениям. В монографии [7] исследуются граничные задачи для нагруженного оператора
теплопроводности в ограниченной и неограниченной областях, когда порядок произ-
водной в нагруженном слагаемом равен или выше порядка дифференциальной части
уравнения.

2 Обзор литературы

На сегодняшний день наблюдается бурное развитие дробного исчисления как в тео-
ретическом плане, так и в его применениях. Данный раздел математического анализа
превратился в инструмент математического моделирования сложнейших динамических
процессов в различных (обычных и фрактальных) средах. С помощью дробного ис-
числения сегодня возможно решать различные задачи анализа, синтеза, диагностики и
создания новых систем управления.
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В последние годы возрос интерес к исследованию дифференциальных уравнений
дробного порядка, в которых неизвестная функция содержится под знаком производной
дробного порядка. Это обусловлено как развитием самой теории дробного интегрирова-
ния и дифференцирования, так и приложениями аппарата дробного интегрирования и
дифференцирования в различных областях науки [8] – [13].

Некоторыми авторами [14] – [15] исследованы нагруженные дифференциальные
уравнения, которые содержат дробные производные от следов искомой функции по вре-
менной переменной, но порядок производной в нагруженном слагаемом строго меньше
соответствующего порядка дифференциальной части уравнения и точка нагрузки фик-
сирована, то есть, неподвижна.

Для практических приложений является значительным определение производных
нецелого порядка по Капуто. Оно отличается от определения Римана-Лиувилля тем, что
функция сначала подвергается дифференцированию с наименьшим целым порядком,
превышающим некоторый нецелый порядок, а затем результат интегрируется с порядка,
являющимся их разностью.

Интерес представляют краевой задачи для нагруженного уравнения теплопроводно-
сти, когда нагруженное слагаемое представлено в форме дробной производной Капуто
[16] – [17]:

cDβ
a, t f(t) =

1

Γ(n− β)

∫ t

0

f (n)(τ)

(t− τ)β−n+1
dτ ; β, a ∈ ℜ, n− 1 < β < n.

при a = 0 и n = 1, поэтому 0 < β < 1, то есть

cDβ
0, t f(t) =

1

Γ(1− β)

∫ t

0

f /(τ)

(t− τ)β
dτ.

и точка нагрузки движется с переменной скоростью.

3 Материал и методы

3.1 Постановка задачи

Рассмотрим задачу в области: Q = {x > 0, t > 0}

ut − uxx + λ
{
Dβ

0, t u(x, t)
}∣∣∣

x=α(t)
= f(x, t), (1)

u(x, 0) = 0; u(0, t) = 0; 0 < β < 1, (2)

Введем обозначение

{
Dβ

0, t u(x, t)
}∣∣∣

x=α(t)
=

1

Γ (1− β)

{∫ t

0

u
/
τ (x, τ)

(t− τ)β
dτ

}∣∣∣∣∣
x=α(t)

= µ(τ). (3)
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3.2 Сведение задачи к интегральному уравнению Вольтерра второго рода

Обратим дифференциальную часть задачи (1)-(2) [18, с.57]

u(x, t) = −λ

∫ t

0

∫ ∞

0

G(x, ξ, t− τ)µ(τ) dξ dτ +

∫ t

0

∫ ∞

0

G(x, ξ, t− τ)f(ξ, τ) dξdτ,

где

G(x, ξ, t) =
1

2
√
π t

{
exp

(
−(x− ξ)2

4t

)
− exp

(
−(x+ ξ)2

4t

)}
.

С учетом соотношения∫ ∞

0

G(x, ξ, t− τ) dξ = erf

(
x

2
√
t− τ

)
получим следующие представление решение задачи (1)-(2):

u(x, t) = −λ

∫ t

0

erf

(
x

2
√
t− τ

)
µ(τ) dτ + f1 (x, t) , (4)

где

f1(x, t) =

∫ t

0

∫ ∞

0

G (x, ξ, t− τ) f(ξ, τ)dξdτ.

Для нахождение неизвестной функции µ(t) произведем следующую процедуру: возь-
мём по формуле (*) производную порядка β по переменной t в обеих частях соотношения
(4) и положим затем E = α(t). Тогда с учётом (3) имеем,

µ(t) = −λ

{
Dβ

0, t

[∫ t

0

erf

(
x

2
√
t− τ

)
µ(τ) dτ

]}∣∣∣∣
x=α(t)

+ f2(t), (5)

где

f2(t) =
1

Γ(1− β)

∫ t

0

f
/
1 τ (x, τ)

(t− τ)β
dτ

∣∣∣∣∣
x=α(t)

. (6)

Вычислим дробную производную

Dβ
0, t

[∫ t

0

erf

(
x

2
√
t− τ

)
µ(τ) dτ

]
=

=
1

Γ(1− β)

∫ t

0

1

(t− τ)β

[
∂

∂τ

∫ τ

0

erf

(
x

2
√
τ − η

)
µ(η)dη

]
dτ =

=
1

Γ(1− β)

∫ t

0

1

(t− τ)β

[
µ (τ) +

∫ τ

0

2√
π
e−

E2

4(τ−η) ·

(
−1

4
· x

(τ − η)
3
2

)
µ(η)dη

]
dτ =
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=
1

Γ(1− β)

∫ t

0

µ(τ)

(t− τ)β
dτ − x

Γ (1− β)

∫ t

0

µ (η)


∫ t

η

exp
(
− x2

4(τ−η)

)
2
√
π (t− τ)β · (τ − η)

3
2

dτ

 dη.

⇒ Dβ
0, t

[∫ t

0

erf

(
x

2
√
t− τ

)
µ (τ) dτ

]
=

=
1

Γ (1− β)

∫ t

0

µ(τ)

(t− τ)β
dτ − x

Γ (1− β)

∫ t

0

µ(η)I (t, β, η) dτ,
(7)

где

I(t, β, η) =

∫ t

η

exp
(
− x2

4(τ−η)

)
2
√
π (t− τ)β (τ − η)

3
2

dτ =

∥∥∥∥∥∥∥
z =

τ − η

t− τ
; zt− zτ = τ − η; τ =

zt+ η

1 + z
;

t− τ = t− zt+ η

1 + z
=

t+ zt− zt− η

1 + z
=

=
t− η

1 + z
⇒ t− τ =

t− η

1 + z
; τ − η =

zt+ η

1 + z
− η =

z(t− η)

1 + z
⇒ τ − η =

z(t− η)

1 + z
;

dτ =
t(1 + z)− zt− η

(1 + z)2
dz =

(t− η)

(1 + z)2
dz, τ → η ⇒ z = 0, τ → t ⇒ z → +∞

∥∥∥∥∥∥∥∥ .

I(t, β, η) =

∫ +∞

0

(1 + z)β (1 + z)
3
2 (t− η)

2
√
π (t− η)β z

3
2 (τ − η)

3
2 · (1 + z)2

exp

(
− x2

4 (t− η)
· 1 + z

z

)
dz =

=
1

2
√
π
· 1

(t− η)β+
1
2

exp

(
− x2

4 (t− η)

)
·
∫ +∞

0

z−
3
2 (1 + z)β−

1
2 exp

(
− x2

4 (t− η)
· 1
z

)
dz.

Итак,

I(t, β, η) =
1

2
√
π (t− η)β+

1
2

exp

(
− x2

4 (t− η)

)
· J(t, β, η), (8)

где

J(t; β; η) =

∫ +∞

0

z−
3
2 (1 + z)β−

1
2 exp

(
− x2

4(t− η)
· 1
z

)
dz =

∥∥∥∥u =
1

z
; du = −dz

z2

∥∥∥∥ =

=

∫ +∞

0

u
3
2

(
1 +

1

u

)β− 1
2

exp

(
− x2

4(t− η)
· u
)

du

u2
=

=

∫ +∞

0

(u+ 1)β−
1
2 · u−β exp

(
− x2

4(t− η)
· u
)

du

. Используем формулу 2.3.6 (12) из [19, стр.262]:∥∥∥∥∥∥∥∥∥
∫∞
0

xα−1 (x+ z)±
1
2
−α e−pxdx = 2α · (2π) γ− 1

2Γ (α) e
pz
2 ·D1−2α

(√
2pz
)
;

α− 1 = −β ⇒ α = 1− β; z = 1; ±1
2
− α = β − 1

2
⇒ ±1

2
− 1 + β = β − 1

2
;

Reα = Re (1− β) > 0, 0 < β < 1,

Re p = Re x2

4(t−η)
> 0; |arg z| = 0 < π

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
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Тогда

J(t; β; η) = 21−βΓ (1− β) · exp
(

x2

8 (t− η)

)
·D2β−1

(
x√

2 (t− η)

)
·
(
2 · x2

4 (t− η)

)− 1
2

=

= 2
3
2
−β · Γ (1− β)

x
·
√
t− η exp

(
x2

8 (t− η)

)
·D2β−1

(
x√

2 (t− η)

)
⇒

J(t; β; η) = 2
3
2
−βΓ (1− β) ·

√
t− η

x
exp

(
x2

8(t− η)

)
·D2β−1

(
x√

2(t− η)

)
. (9)

Подставив выражение (9) в (8), получим

I(t; β; η) =
2

3
2
−β · (t− η)

1
2

2
√
π · (t− η)β+

1
2

·Γ (1− β)

x
exp

(
− x2

4(t− η)
+

x2

8(t− η)

)
·D2β−1

(
x√

2(t− η)

)
=

=
2

1
2
−β Γ (1− β)

√
π · x (t− η)β

· exp
(
− x2

8(t− η)

)
·D2β−1

(
x√

2(t− η)

)
, (10)

где Dp(z)−функция параболического цилиндра.
Далее (7) с учетом (10) примет вид:

Dβ
0, t

[∫ t

0

erf

(
x

2
√
t− τ

)
· µ (τ) dτ

]
=

1

Γ (1− β)
·
∫ t

0

µ(τ)

(t− τ)β
dτ−

− x

Γ (1− β)

∫ t

0

µ(τ) · 2
1
2
−β

√
π

· Γ (1− β)

x (t− η)β
exp

(
− x2

8(t− τ)

)
D2β−1

(
x√

2(t− τ)

)
dτ =

=
1

Γ (1− β)
·
∫ t

0

µ(τ)

(t− τ)β
dτ− 2

1
2
−β

√
π

∫ t

0

1

(t− τ)β
exp

(
− x2

8(t− τ)

)
D2β−1

(
x√

2(t− τ)

)
µ (τ)

. Окончательно получим

Dβ
0, t

[∫ t

0

erf

(
x

2
√
t− τ

)
· µ (τ) dτ

]
=

1

Γ (1− β)
·
∫ t

0

µ(τ)

(t− τ)β
dτ−

∫ t

0

K(t, τ)µ(τ)dτ, (11)

где

K(t, τ) =
2

1
2
−β

√
π

· 1

(t− τ) β
exp

(
− x2

8 (t− τ)

)
·D2β−1

(
x√

2(t− τ)

)

. Тогда с учетом (11) уравнение (5) примет вид интегрального уравнения Вольтерра

µ(t) +
λ

Γ (1− β)

∫ t

0

µ(τ)

(t− τ)β
dτ − λ

∫ t

0

Kβ (t, τ) µ (τ) dτ = f2 (t) , (12)
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где ядро имеет вид

Kβ (t, τ) =
1

2β

√
2

π
· 1

(t− τ)β
· exp

(
− α2(t)

8 (t− τ)

)
·D2β−1

(
α(t)√
2(t− τ)

)
, (13)

|0 < β < 1 ⇒ −1 < 2β − 1 < 1|
. Здесь [20]:

Dp (z) = 2
p
2 e−

z2

4

{ √
π

Γ
(
1−p
2

) Φ

(
−p

2
;
1

2
;
z2

2

)
−

√
2πz

Γ
(
−p

2

) Φ(1− p

2
;
3

2
;
z2

2

)}
.

- функция параболического цилиндра,

Φ (α; γ; z) = 1 +
α

γ
· z

1 !
+

α (α+ 1)

γ (γ + 1)
· z

2

2 !
+

α (α+ 1) (α+ 2)

λ (γ + 1) (λ+ 2)
· z

3

3 !
+ ...−

- вырожденная гипергеометрическая функция.∥∥∥∥∥p = 2β − 1; z =
α(t)√
2(t− τ)

⇒ −p

2
=

1− 2β

2
=

1

2
− β;

1− p

2
=

1− 2β + 1

2
= 1− β

∥∥∥∥∥
. Тогда

Φ

(
−p

2
;
1

2
;
z2

2

) ∣∣∣∣
z=

α(t)√
2(t−τ)

= 1 +
1
2
− β
1
2

· z
1!

+

(
1
2
− β

)
·
(
3
2
− β

)
1
2
· 3
2

· z
2

2!
+

+

(
1
2
− β

)
·
(
3
2
− β

) (
5
2
− β

)
1
2
· 3
2
· 5
2

· z
3

3 !
+ ....+

∣∣∣∣∣
z=

α(t)√
2(t−τ)

=

= 1+
(1− 2β)

1! !

z

1 !
+
(1− 2β) (3− 2β)

3! !
· z

2

2 !
++

(1− 2β) (3− 2β) (5− 2β)

5! !
· z3

3 !
+ ...

∣∣∣∣
z=

α(t)√
2(t−τ)

;

Φ

(
1− p

2
;
3

2
;
z2

2

) ∣∣∣∣
z=

α(t)√
2(t−τ)

=

= 1+
1− β

3
2

· z
1!

+
(1− β) · (2− β)

3
2
· 5
2

· z
2

2!
+

(1− β) · (2− β) (3− β)
3
2
· 5
2
· 7
2

· z
3

3 !
+ ....

∣∣∣∣
z=

α(t)√
2(t−τ)

=

= 1+
2 (1− β)

3! !

z

1 !
+
22 (1− β) (2− β)

5! !
· z

2

2 !
++

23 (1− β) (2− β) (3− β)

7! !
· z3

3 !
+ ...

∣∣∣∣
z=

α(t)√
2(t−τ)

D2β−1 (z) = 2β−
1
2 · e−

z2

4

{ √
π

Γ (1− p)

[
1 +

(1− 2β)

1 !!
· z
1!
+

(1− 2β) (3− 2β)

3! !
· z2

2 !
+

+
(1− 2β) · (3− 2β) (5− 2β)

5 !!
· z

3

3 !
+ ...

]
−

−
√
2π

Γ
(
1
2
− β

) [z + 2 (1− β)

3! !

z2

1 !
+

22 (1− β) (2− β)

5! !
· z3

2 !
+

23 (1− β) (2− β) (3− β)

7! !
· z3

3 !
+ ....

]
(14)
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3.3 Предельные случаи β

Рассмотрим случаи β
I. β = 1 . Тогда [9] Dβ

0, t f(t) = f ′(t).
Задача (1) – (2) примет вид:

ut − uxx + λut(x, t)|x=α(t) = f(x, t),

u(x, 0) = 0; u(0, t) = 0.

Следуя [7, с.206], обратим дифференциальную часть в полученной задаче:

u(x, t) = −λ

∫ t

0

∫ ∞

0

uτ (x, τ)|
x=α(τ)

G (x, ξ, t− τ) dξ dτ+

∫ t

0

∫ ∞

0

f (ξ, τ) G (x, ξ, t− τ) dξ dτ,

где

G(x, ξ, t) =
1

2
√
π t

{
exp

[
−(x− ξ)2

4t

]
− exp

[
−(x+ ξ)2

4t

]}
или

u(x, t) = −λ

∫ t

0

uτ (α(τ), τ) erf

(
x

2
√
t− τ

)
dτ+

∫ t

0

∫ ∞

0

f (ξ, τ) G (x, ξ, t− τ) dξ dτ. (15)

Введя обозначение µ(t) = ut(α(t), t), из (15) получим

µ(t)− λ

1 + λ

∫ t

0

α(t)

2
√
π (t− τ)

3
2

exp

(
− α2(t)

4 (t− τ)

)
· µ (τ) dτ =

1

1 + λ
f2(t),

или

µ(t)− λ

1 + λ

∫ t

0

K(t, τ) · µ (τ) dτ =
1

1 + λ
f2(t), (16)

где

K(t, τ) =
α(t)

2
√
π (t− τ)

3
2

exp

(
− α2(t)

4(t− τ)

)
.

Заметим, что∫ t

0

K(t, τ)dτ =

∥∥∥∥∥ξ =
α(t)

2
√
t− τ

; dξ =
α(t)

4 (t− τ)
3
2

∥∥∥∥∥ =

∫ +∞

α(t)

2
√

t

2√
π
e−ξ2dξ = erfc

(
α(t)

2
√
t

)
,

.
Отсюда, например, при α(t) ≈ tω, ω >

1

2

lim
t→0

∫ t

0

K(t, τ)dτ = 1, lim
t→∞

∫ t

0

K(t, τ)dτ = 0.
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Тогда норма ∥K(t, τ)∥ в пространстве непрерывных функций равна 1. Поэтому решение
уравнения (16) µ(t) не может быть найдено методом последовательных приближений.

Так как [20, формула 9.251]

D1(z) = −e
z2

4 · e−
z2

2 (−z) = z · e−
z2

4

∣∣∣
z=

α(t)√
2(t−τ)

то из (13) при β = 1

K1(t, τ) =
1

2
·
√

2

π
· 1

t− τ
exp

(
− α2(t)

8 (t− τ)

)
· α(t)√

2 (t− τ)
exp

{
− α2(t)

8 (t− τ)

}
=

=
α(t)

2
√
π (t− τ)

3
2

· exp
{
− α2(t)

4 (t− τ)

}
.

Из (12) при β = 1

µ(t)− λ

∫ t

0

α(t)

2
√
π (t− τ)

3
2

exp

(
− α2(t)

4 (t− τ)

)
· µ (τ) dτ = f2(t),

С уравнением (16) не совпадает. Поэтому непрерывности слева по порядку при β = 1
нет.

II. β = 0
Из (3) имеем:

D0
0, t u(x, t)

∣∣
x=α(t) =

∫ t

0

uτ (x, τ)dτ

∣∣∣∣
x=α(t)

= u(α(t); t) = µ(t)

Из (1)-(2) получим задачу:

ut − uxx + λu(α(t); t) = f(x, t)

u(x, 0) = 0; u(0, t) = 0.

Её решение:

u(x, t) = −λ

∫ t

0

erf

(
x

2
√
t− τ

)
· u (α(τ); τ) dτ +

∫ t

0

∫ +∞

0

G(x, ξ, t− τ) f (ξ, τ) dξdτ︸ ︷︷ ︸
f1(x, t)

µ(t) + λ

∫ t

0

erf

(
α(t)

2
√
t− τ

)
· µ(τ) dτ = f2(t), (17)

где f2(t) = f1(α(t); t).
Из (14) при β = 0 имеем: [20, формула 9.254(1)]

D−1 (z) = e
z2

4

√
π

2
erfc

(
z√
2

)
.
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Из (13) при β = 0

K0 (t, τ) =

√
2

π
exp

(
− α2(t)

8(t− τ)

)
. exp

(
− α2(t)

8(t− τ)

)
.erfc

(
α(t)

2
√
t− τ

)
= erfc

(
α(t)

2
√
t− τ

)
. Из (12) при β = 0

µ(t) + λ

∫ t

0

µ(τ)dτ − λ

∫ t

0

erfc

(
α(t)

2
√
t− τ

)
µ(τ)dτ = f2(t)

или

µ(t) + λ

∫ t

0

erf

(
α(t)

2
√
t− τ

)
µ(τ)dτ = f2(t),

где f2(t) = f1(α(t); t) (Ср с (17))
Значит, при β = 0 решения задаче (1)-(2) и решение, полученное из (12), совпадают.

3.4 Оценка ядра интегрального уравнения

Оценим ядро в (12).
Исследуем ядро интегрального уравнения (12) Kβ (t, τ) , которое имеет особенность

при τ = t.
Найдем lim

t→0

∫ t

0
Kβ (t, τ) dτ

Так как arg z = arg
(

α(t)

2
√
t−τ

)
= 0 < 3π

4
, то при больших z имеем [20]

Dp (z) ≈ e−
z2

4 zp
(
1− p(p− 1)

2z2
+

p(p− 1)(p− 2)(p− 3)

2 · 4 · z4
− ...

)
При p = 2β − 1 и z = α(t)√

2(t−τ)
имеем при малых (t− τ) и при α(t) ≈ tω, ω <

1

2

D2β−1

(
α(t)√
2(t− τ)

)
≈ exp

(
− α2(t)

8(t− τ)

)
·

(
α(t)√
2(t− τ)

)2β−1

×

×

(
1− (2β − 1)(2β − 2)

2 · α2(t)
2(t−τ)

+
(2β − 1)(2β − 2)(2β − 3)

8 · α4(t)
4(t−τ)2

− ...

)
.

Тогда в ядре (13) при малых (t− τ) и при α(t) ≈ tω, ω <
1

2
:∣∣∣∣∣exp

(
− α2(t)

8(t− τ)

)
D2β−1

(
α(t)√
2(t− τ)

)∣∣∣∣∣ = exp

(
− α2(t)

4(t− τ)

)(
α(t)√
2(t− τ)

)2β−1

×

×

∣∣∣∣∣1− (2β − 1) (2β − 2)
t− τ

α2(t)
+ (2β − 1) (2β − 2) (2β − 3)

(t− τ)2

2α4(t)
− ...

∣∣∣∣∣ < M

где M-const при малых (t− τ) и при α(t) ≈ tω, ω <
1

2
.

Тогда ядро (13) Kβ (t, τ) при 0 < β < 1 имеет слабую особенность. Уравнение (12)
будет иметь единственное решение при любой правой части f2 (t) и ∀τ , которое можно
найти методом последовательных приближений.



60 М.Т. Космакова, Л.Ж. Касымова

4 Результаты и обсуждение

Доказана теорема:
Теорема. Интегральное уравнение (12) с ядром вида (13) при 0 < β < 1 и при

α(t) ≈ tω, ω <
1

2
однозначно разрешимо в классе непрерывных функций при любой

правой части из класса непрерывных функций.
Результаты работы согласуются с результатами исследования, приведенными в мо-

нографии [7]: в случае, если порядок производной в нагруженном слагаемом равен или
выше порядка дифференциальной части уравнения (такие уравнения в [7] названы "су-
щественно"нагруженными), нагруженное слагаемое в уравнении не является слабым
возмущением его дифференциальной части. Выше было получен похожий результат
для уравнения (12).

5 Заключение

Исследованы проблемы разрешимости неоднородной краевой задачи в первом квадран-
те для нагруженного уравнения теплопроводности, в котором нагруженное слагаемое
представлено в форме дробной производной Капуто по временной переменной, причем
порядок производной в нагруженном слагаемом меньше порядка дифференциальной
части, и точка нагрузки движется (с постоянной или переменной скоростями).

Предполагается дальнейшее исследование поставленной задачи в случае представле-
ния нагруженного слагаемого в форме дробной производной Капуто по пространствен-
ной переменной.
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