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ИНТЕГРАЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ В ТЕОРИИ ОПТИМАЛЬНОГО
БЫСТРОДЕЙСТВИЯ ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ С ОГРАНИЧЕНИЯМИ

Предлагается метод решения задачи оптимального быстродействия для линейных
обыкновенных дифференциальных уравнений с краевыми условиями из заданных множеств
при наличии фазовых и интегральных ограничений, а также голономных связей. В отличие
от известных методов решения задачи оптимального быстродействия разработан новый
подход к проблеме быстродействия в виде принципа погружения. Принцип погружения
создан на основе исследования разрешимости и построение общего решения интегральное
уравнения.
Основными результатами являются:
– необходимое и достаточное условия существования решения одного класса интегрального
уравнения и построение его общего решения;
– выделение всех множеств управлений, каждый элемент которого переводит траекторию
системы из любого начального состояния в любое желаемое конечное состояние для
линейных систем;
– предлагаемый принцип погружения позволяющий свести исходную краевую задачу
оптимального быстродействие с ограничениями к специальной начальной задаче
оптимального управления;
– необходимое и достаточное условия существования допустимого управления;
– разработан алгоритм решения задачи оптимального быстродействия с ограничениями для
линейных систем любого порядка.
Полученные результаты являются решениями актуальных проблем теории оптимального
быстродействия с ограничениями имеющие многочисленные приложения.
Разработан новый метод решения задачи оптимального быстродействия линейных систем
с краевыми условиями, при наличии фазовых, интегральных ограничений и голономных
связей. Создана общая теория краевых задач оптимального быстродействия имеющая
многочисленные приложение в естественных науках, технике, экономике.
Принципиальное отличие предлагаемого метода от известных методов состоит в том, что
исходная задача погружается в задачу управляемости с управлениями из функциональных
пространств с последующим сведением к начальной задаче оптимального управления.
Ключевые слова: Оптимальное быстродействие, фазовые и интегрального ограничения,
голономные связи, принцип погружения, интегральное уравнение.
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Шенелген сызықты жүйелердiң тиiмдi тез әсер ету теориясындағы интегралдық теңдеу
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Фазалық және интегралдық шектеулерi, сондай-ақ голондық байланыстары бар болатын
берiлген жиындардан шекаралық шарттары бар сызықты қарапайым дифференциалдық
теңдеулер үшiн тиiмдi тез әрекет ету есебiн шешу әдici үсынылады. Тиiмдi тез әрекет ету
есебiн шешудiң белгiлi әдiстерiне қарағанда, батыру қағидасы түрiнде тиiмдi тез әрекет
ету проблемасына жаңа көзқарас әзiрленi. Батыру қағидасы интегралдық теңдеудiң жалпы
шешiмiн қүру және шешiмдiлiгiн зерттеу негiзiнде қүрылған.
Алынатын негiзгi нәтижелер:
– бiр классты интегралдық теңдеулердiң шешiмiнiң бар болуының қажеттi және жеткiлiктi
шарттары жане оның жалпы шешiмiн құру;
– әрбiр элементi сызықты жүйенiң траекториясын кез келген бастапқы күйден кез келген
қалаған соңғы күйге ауыстыратын басәрудың барлық жиындарын таңдау;
– ұсынылған батыру қағидасы шектеулерi бар тиiмдi тез әсер етудiң бастапқы шекаралық
есебiн тиiмдi басқарудың арнайы бастапқы есебiне келтiруге мүмкiндiк бередi;
– мүмкiн болатын басқарудың қажеттi және жеткiлiктi шарттары;
– кез келген реттi сызықтық жүйелер үшiн шектеулерi бар тиiмдi тез әсер ету есебiн шешу
алгоритмi әзiрлендi.
Алынған нәтижелер көптеген қосымшалары бар болатын шектеулерi бар тиiмдi тез әсер ету
теориясының өзектi мәселелерiнiң шешiмi болып табылады.
Фазалық және интегралдық шектеулерi, сондай-ақ голондық байланыстары бар болатын
берiлген жиындардан шекаралық шарттары бар сызықты қарапайым дифференциалдық
теңдеулер үшiн тиiмдi тез әрекет ету есебiн шешудiң жаңа әдici құрылған. Жаратылыстану
ғылымдарда, техникада, экономикада көптеген қосымшалары бар тиiмдi тез әсер ету
шекаралық есептерiнiн жалпы теориясы құрылды.
Ұсынылған әдiсiң белгiлi әдiстерден принципиалды айырмашылығы бастапқы есеп тиiмдi
басқарудың бастапқы есебiне келтiрiлетiн функционалдық жиында анықталған басқарулары
бар басқарымдылық есебiне келтiрiледi.
Түйiн сөздер: Тиiмдi тез әсер ету, фазалық шектеулер, голономдық байланыстар, батыру
қағидасы, интегралдық теңдеу.
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Integral equation in the theory of optimal speed of linear systems with constraints

We propose a method for solving the optimal speed problem for linear ordinary differential
equations with curve conditions from given sets in the presence of phase and integral constraints,
as well as holonomic connections. In contrast to the known methods of solving the problem of
optimal performance, a new approach to the problem of performance in the form of the principle
of immersion is developed. The immersion principle is based on the study of solvability and the
construction of a General solution of the integral equation.
The main results are:
– necessary and sufficient conditions for the existence of a solution of one class of integral equation
and the construction of its General solution;
– selection of all sets of controls, each element of which translates the trajectory of the system
from any initial state to any desired final state for linear systems;
– the proposed immersion principle allows reducing the initial boundary value problem of optimal
performance with restrictions to a special initial problem of optimal control;
– necessary and sufficient conditions for the existence of acceptable management;
– an algorithm for solving the optimal performance problem with constraints for linear systems
of any order has been developed.
The results obtained are solutions to current problems in the theory of optimal performance with
restrictions that have numerous applications.
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A new method is developed for solving the problem of optimal performance of linear systems with
boundary conditions, in the presence of phase, integral constraints and holonomic connections. A
General theory of boundary value problems of optimal performance has been developed that has
numerous applications in the natural Sciences, technology, and Economics.
The principal difference between the proposed method and the known methods is that the initial
problem is immersed in the manageability problem with controls from functional spaces, and then
reduced to the initial optimal control problem.
Key words: Optimal performance, phase and integral constraints, holonomic relations, immersion
principle, integral equation.

1 Введение

Рассматривается следующая задача оптимального быстродействия: минимизировать
функционал

J(x(·), u(·), x0, x1, t1) =
t1∫

t0

1 · dt = t1 − t0 → inf (1)

на множестве решений уравнений

ẋ = A(t)x+B(t)u(t) + µ(t), t ∈ I =[t0, t1] (2)

с краевыми условиями

(x(t0) = x0, x(t1) = x1) ∈ S0 × S1, S0 ⊂ Rn, S1 ⊂ Rn, (3)

при наличии фазовых ограничений

x(t) ∈ G(t) : G(t) = {x ∈ Rn|.ω(t) ≤ L(t)x ≤ φ(t), t ∈ I} (4)

интегральных ограничений

gj(x(·), u(·), x0, x1, t1) ≤ cj, j = 1,m1, (5)

gj(x(·), u(·t), x0, x1, t1) = cj, j = m1 + 1,m2 (6)

gj(x(·), u(·), x0, x1, t1) =
t1∫

t0

[a∗j(t) x(t) + b∗j(t) u(t)]dt, j = 1,m2, (7)

а также с учетом голономных связей

Γj(x(t), u(t), t) = e∗j(t)x(t) + rj(t) = 0, t ∈ I, j = 1, p, (8)

с ограничениями на значения управления

u(t) ∈ U(t){u(·) ∈ L2(I, R
m) |. u(t) ∈ V (t) ⊂ Rm п.в t ∈ I, } (9)
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где (*) – знак транспонирования, t0– фиксированный момент времени, t1 – не
фиксирован, t1 > t0. Здесь A(t), B(t) – матрицы порядков n× n, n×m соответственно,
с кусочно непрерывными элементами, µ(t) ∈ L2(I, R

n) – заданная функция. При
указанных условиях дифференциальное уравнение (2) имеет единственное решение для
любого фиксированного u(t) ∈ U(t) и для любой начальной точки x0 ∈ S0, функция
x(t) = x(t; t0, x0, u), t ∈ I абсолютна непрерывна.

В краевом условии, S0, S1 заданные ограниченные выпуклые замкнутые множества
из Rn. В фазовом ограничении, L(t), t ∈ I – заданная матрица порядка s × n с
непрерывными элементами, ω(t), φ(t), t ∈ I заданные непрерывные вектор функции
s × 1. В интегральных ограничениях, aj(t), bj(t), j = 1,m2 – заданные кусочно -
непрерывные вектор функции n × 1, m × 1 соответственно. В голономных связях
ej(t), rj(t), j = 1, p – непрерывные вектор функции n × 1, 1 × 1, соответственно. В
ограничении на значения управления, V (t), t ∈ I – заданные ограниченные выпуклые
замкнутое множество из Rm.

Следует отметить, что интегральные ограничения в виде (5), путем введения
дополнительных переменных dj ≥ 0, j = 1,m1, могут быть записаны в виде
gj(x(·), u(·), x0, x1, ) = cj − dj, j = 1,m1. Обозначим через cj = cj − dj, j = 1,m1,. Пусть
вектор c = (c1, ..., cm2) где cj = cj−dj, j = 1,m1, cj = cj, j = m,+1,m2, dj ≥ 0, j = 1,m1.
Пусть множество

Q =
{
c ∈ Rm2

∣∣ cj = cj − dj, dj ≥ 0, j = 1,m, cj = cj, j = m1 + 1,m2

}
где dj ≥ 0, j = 1,m1 – неизвестные числа.

Определение 1 Для любого фиксированного t1, t1 > t0, тройка (u(t), x0, x1) ∈ U ×S0×
S1 называется допустимые управлением для задачи (1)-(9), если краевая задача (2)-(9)
с ограничениями имеет решение. Множество всех допустимых управлений обозначим
через

∑
t1
,
∑

t1
⊂U × S0 × S1.

Задача 1 Найти необходимые и достаточные я существования решений краевой
задачи (2)-(9) при фиксированном t1.

Заметим что если
∑

t1
=∅, ∅- пустое множество, то краевая задача оптимального

быстродействия (2)-(9) не имеет решения при фиксированном t1.

Задача 2 Найти допустимое управление (u(t), x0, x1) ∈
∑

t1
⊂U × S0 × S1.

Краевая задача (2)-(9) называется задачей управляемости при фиксированном
t1, t1 > t0, где допустимое управление (u(t), x0, x1) ∈

∑
t1
, переводит траекторию

системы (2) исходящую из точки x0 ∈ S0 в момент времени t0, в точку x1 ∈ S1 в
момент времени t1, и выполнены: включение x(t; u, x0, x1) ∈ G(t), t ∈ I; равенства
gj(x(·), u(·), x0, x1) = cj, j = 1,m2, Γj(x(·), t) = 0, j = 1, p, t ∈ I.

Определение 2 Допустимое управление (u∗(t), x∗0, x
∗
1) ∈

∑
t1∗

, называется
оптимальным управлением для задачи (1)-(9), если t1∗ − t0 = min

t1>t0
[t1 − t0].
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Задача 3 Найти оптимальные управление (u∗(t), x
∗
0, x

∗
1) ∈

∑
t1∗, где (x∗0, x

∗
1) ∈ S0 ×

S1, x∗(t, u∗, x
∗
0, x

∗
1) ∈ G(t), t ∈ I1, gj(x∗(·), u∗(·), x∗0, x∗1) = cj, j = 1,m2, Γj(x∗(t), t) =

0, t ∈ I1, j = 1, p, I1 = [t0, t1∗].

Функция x∗(t) = x∗(t, u∗, x
∗
0, x

∗
1), t ∈ I1 = [t0, t1∗]- называется оптимальной

траекторией для задачи (1)-(9).
В статье предлагается метод решения указанных задач путем построения общего

решения интегрального уравнения следующего вида

Kω =

t1∫
t0

K(t∗, t)w(t)dt = β, t∗ ∈ I = [t0, t1], (10)

где K(t∗, t) = K(t) – известная матрица порядка n1×m с элементами из L2, t∗ ∈ [t0, t1]
– фиксированная точка, w(t) ∈ L2(I, R

m) – искомая функции β ∈ Rn1 .

Задача 4 Найти необходимые и достаточные условия существования решения
интегрального уравнения (10) для любых β ∈ Rn.

Задача 5 Найти общее решение интегрального уравнение (10) для любых β ∈ Rn.

Решения задач 4, 5 позволяют выделить все множества допустимых управлений∑
t1

для задачи управляемости (2)-(9) и построить решения задачи (1)-(9),
при фиксированном t1. Наименьшее значение t1∗ , t1∗ − t0 > 0 определяется
последовательным решением задачи управляемости (2)-(9) методом деления “попалам”
значений t1.

2 Обзор литературы

Теория экстремальных задач в банаховом пространстве, решения задачи оптимального
управления и оптимального быстродействие содержатся в [1, 2, 3]. Теоретическая основа
решения задачи оптимального быстродействия в виде принципа максимума имеется
в [3]. Принцип максимума сводит решение задачи оптимального быстродействия к
решению краевой задачи системы дифференциальных уравнений порядка 2n. Однако
решение краевой задачи принципа максимума практически невозможно для системы
порядка n > 2. В данной работе предлагается совершенно новый подход к решению
задачи оптимального быстродействия путем сведения исходной задачи к начальной
задаче специального вида.

Интегральное уравнение (10) относится к типу интегральных уравнений Фредгольма
первого рода. Разрешимость и построение решения интегрального уравнения
Фредгольма первого рода относятся к типу сложных проблем математики. Известные
результаты по разрешимости интегрального уравнение относится к случаю, когда ядро
симметрично [4, 5, 6]. Поэтому решения задач 4, 5 являются актуальным как для теории
интегральных уравнении так и ее приложений.

Отдельные результаты по исследованию интегрального уравнения (10) и решения
задачи управляемости (2)-(9) приведены в [7, 8, 9]. Некоторые результаты по решению
задачи оптимального быстродействие (1)-(9) содержатся в работах [12, 11, 12, 13].



64 С.А. Айсагалиев, Г.Т. Корпебай

3 Материал и методы

Вводя обозначения

A0 (t) =

 a1(t)
. . .

am2(t)

 , B0 =

 b1(t)
. . .

bm2(t)

 , aj(t) = (aj1(t), . . . , ajn(t)), bj(t) = (bj1(t), . . . , bjm(t)),

функционал (7) запишем в виде

g(x(·), u(·), x0, x1, t1 =
t1∫

t0

[A0(t)x(t) +B0(t)u(t)]dt.

Пусть вектор функция η(t) = (η1(t), . . . , ηm2(t)), t ∈ I, где

η(t) =

t∫
t0

[A0(τ)x(τ) +B0(τ)u(τ)]dτ.

Тогда

η̇(t) = A0(t)x(t) +B0(t)u(t), t ∈ I, (11)

η(t0) = 0, η(t1) = c ∈ Q, (x0, x1) ∈ S0 × S1, u(t) ∈ U(t), (12)

где A0(t), B0(t) матрицы с кусочно-непрерывными элементами порядков m2×n,m2×m,
соответственно. Теперь задача оптимального быстродействия (1)-(9) запишется в виде:
минимизировать функционал

J(ξ(·), u(·), x0, x1, d, t1) =
t1∫

t0

1 · dt = t1 − t0 → inf (13)

при условиях

ξ̇ = A1(t)ξ +B1(t)u(t) + µ(t), t ∈ I, (14)

ξ (t) =

(
x(t)
η(t)

)
, ξ(t0) =

(
x (t0) = x0
η (t0) = 0

)
= ξ0, ξ(t1) =

(
x (t1) = x1
η (t1) = c

)
= ξ1, x (t) = P1ξ(t),

P1 = (In, Onm2), P1ξ(t) ∈ G(t), u(t) ∈ U(t), (x0, x1) ∈ S0 × S1, (15)

c ∈ Q, Γ(P1ξ) = DP1ξ(t) + r(t) = 0,

где

A1 (t) =

(
A (t)
A0 (t)

Onm2

Om2,m2

)
, B1 (t) =

(
B (t)
B0 (t)

)
, D = D (t) =

 e1 (t)
· · ·
ep (t)

 ,
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r (t) =

(
r1 (t)
rp (t)

)
, µ (t) =

(
µ (t)
Om2

)
, d ∈ Π = {d ∈ Rm1 | d ≥ 0},

A1(t), B1(t), D(t), r(t)- матрицы порядков (n+m2)× (n+m2), (n+m2)×m, p×n, p× 1
соответственно µ(t) ∈ L2(I, R

m+m2), Ok,q – прямоугольная матрица порядка k × q с
нулевыми элементами, In – единичная матрица порядка n× n.

Рассмотрим интегральное уравнение (10). Решения задач 4, 5 дают следующие
теоремы.

Теорема 1 Интегральное уравнение (10) при любом фиксированном β ∈ Rn1 имеет
решения тогда и только тогда когда матрица

C(t0, t1) =

t1∫
t0

K(t∗, t)K
∗(t∗, t)dt (16)

порядка n1 × n1 является положительно определенной, где (∗) – знак
транспонирования.

Теорема 2 Пусть матрица C(t0, t1) положительно определенная. Тогда общее
решение интегрального уравнения (10) определяется по формуле

ω(t) = v(t) +K∗(t∗, t)C
−1(t0, t1)β −K∗(t∗, t)C

−1(t0, t1)

t1∫
t0

K(t∗, t)v(t)dt, t ∈ I, (17)

где v(·) ∈ L2(I, R
m) – произвольная функция, β ∈ Rn – любой вектор.

Рассмотрим линейную управляемую систему (см. (14))

ẏ = A1t(t)y +B1(t)w1(t) + µ(t), t ∈ I, w1(·) ∈ L2(I, R
m), (18)

y(t0) = ξ(t0) = ξ0 = (x0, 0) ∈ S0 ×Om2 , y(t1) = ξ(t1) = (x, c) ∈ S1 ×Q. (19)

Решения дифференциального уравнения (18) имеет вид

y(t) = Φ(t, t0)ξ0 +

t∫
t0

Φ(t, τ)B1(τ)w1(τ)dτ +

t∫
t0

Φ(t, τ)µ(τ)dτ , t ∈ I, (20)

где Φ(t, τ) = θ1(t)θ
−1
1 (τ), θ1(t) – фундаментальная матрица решений линейной

однородной системы η̇ = A1(t)η. Поскольку y(t1) = ξ1, то из (20) следует
t∫

t0

Φ(t0, t)B1(t)w1(t)dt = a = Φ(t0, t1)ξ1−ξ0 −
t∫

t0

Φ(t0, t)µ(t)dt. (21)

Таким образом, управление w1(·) ∈ L2(I, R
m) является решением интегрального

уравнения (21). Как следует из (10) для решения интегрального уравнения (21)
применимы теоремы 1,2, где K(t∗, t) = Φ(t0, t)B1(t) , β = a, w(t) = w1(t), t∗ = t0 ∈ I =
[t0, t1], n1 = n+m2 m = m.
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Теорема 3 Пусть матрица

W (t0, t1) =

t1∫
t0

Φ(t0, t)B1(t)B
∗
1(t)Φ

∗(t0, tt)dt (22)

порядка (n + m2) × (n + m2) положительно определенная. Тогда управление w1(·) ∈
L2(I1, R

m) переводит траекторию системы (18) из любой начальной точки ξ0 ∈ Rn+m2

в любое конечное состояние ξ1 ∈ Rn+m2 тогда и только тогда, когда

w1(t) ∈ U1 = {w1(·) ∈ L2(I, R
m)|w1(t) = v(t) + T1(t)ξ0 + T2(t)ξ1+

+µ1(t) +M1(t)z(t1, v), t ∈ I, ∀v(t), v(·) ∈ L2(I, R
m)}, (23)

где

T1(t) = −B∗
1(t)Φ

∗(t0, t)W
−1(t0, t1), T2(t) = B∗

1(t)Φ
∗(t0, t)W

−1(t0, t1)Φ(t0, t1),
M1(t) = −B∗

1(t)Φ
∗(t0, t1)W

−1(t0, t1)Φ(t0, t1),

µ1(t) = −B∗
1(t)Φ

∗(t0, t)W
−1(t0, t1)

t1∫
t0

Φ(t0, t)µ(t)dt,
(24)

Функция z(t) = z(t, v), t ∈ I–решение дифференциального уравнения

ż = A1(t)z +B1(t)v(t), z(t0) = 0, v(·) ∈ L2(I, R
m). (25)

Доказательство. Доказательство теоремы следует из теорем 1,2. В самом деле, из
(10) при K(t0, t) = Φ(t0, t)B1(t) имеем (21). Тогда (см.(16))

C(t0, t1) =

t1∫
t0

K(t0, t)K
∗(t0, t)dt =

t1∫
t0

Φ(t0, t)B1(t)B
∗
1(t)Φ

∗(t0, t)dt =W (t0, t1).

Следовательно, для существования решения интегрального уравнения (21) необходимо
и достаточно, чтобы матрица W (t0, t1) > 0. Как следует из теоремы 2, управление
w1(t), t ∈ I определяется по формуле (17). Тогда

w1(t) = v(t) +K∗(t0, t)W
−1(t0, t1)a−K∗(t0, t)W

−1(t0, t1)

t1∫
t0

K(t0, t)v(t)dt =

= v(t) +B∗
1(t)Φ

∗(t0, t)W
−1(t0, t1)[Φ(t0, t1)ξ1 − ξ0 −

t1∫
t0

Φ(t0, t)µ(t)dt]−

−B∗
1(t)Φ

∗(t0, t)W
−1(t0, t1)

t1∫
t0

Φ(t0, t)B1(t)v(t)dt =

= v(t) + T1(t)ξ0 + T2(t)ξ1 + µ(t) +M1(t)z(t1, v), t ∈ I, ∀v, v(·) ∈ L2(I, R
m),
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где матрицы T1(t), T2(t), M1(t), t ∈ I – определяются соотношениями (24),

t1∫
t0

Φ(t0, t)B1(t)v(t)dt = Φ(t0, t1)z(t1, v), v(·) ∈ L2(I, R
m)

z(t, v), t ∈ I – решение дифференциального уравнения (25). Множество U1 порождается,
когда произвольная функция v(·) ∈ L2(I, R

m) пробегает все элементы пространства
L2(I, R

m). Теорема доказана.

Теорема 4 Пусть матрица W (t0, t1) > 0. Тогда решение дифференциального
уравнения (18) соответствующее управлению w1(t) ∈ U1 определяется по формуле

y(t) = z(t, v) + E1(t)ξ0 + E2(t)ξ1 + µ2(t) +M2(t)z(t1, v), t ∈ I, (26)

где

E1(t) = Φ(t, t0)W (t, t1)W
−1(t0, t1), E2(t) = Φ(t0, t)W (t0, t)W

−1(t0, t1)Φ(t0, t1),

µ2(t) =

t∫
t0

Φ(t, τ)µ(τ)dτ − Φ(t, t0)W (t0, t)W
−1(t0, t1)

t1∫
t0

Φ(t0, t)µ(t)dt,

M2(t) = −Φ(t, t0)W (t0, t)W
−1(t0, t1)Φ(t0, t1),W (t0, t) =

t∫
t0

Φ(t0, τ)B1(τ)B
∗
1(τ)Φ

∗(t0, τ)dτ,

W (t, t1) = W (t0, t1)−W (t0, t), t ∈ I. (27)

Доказательство. Как следует из (20) функция y(t), t ∈ I при w1(t) ∈ U1 равна

y(t) = Φ(t, t0)ξ0 +

t∫
t0

Φ(t, τ)B1(τ)w1(τ)dτ +

t∫
t0

Φ(t, τ)µ(τ)dτ =

= Φ(t, t0)ξ0+

t∫
t0

Φ(t, τ)B1(τ)[v(τ)+T1(τ)ξ0+T2(τ)ξ1+µ1(τ)+M1(τ)z(t1, v)]dτ+

t∫
t0

Φ(t, τ)µ(τ)dτ =

= Φ(t, t0)ξ0 +

t∫
t0

Φ(t, τ)B1(τ)v(τ)dτ + Φ(t, t0)

t∫
t0

Φ(t0, τ)B1(τ)T1(τ)dτξ0+

+Φ(t, t0)

t∫
t0

Φ(t0, τ)B1(τ)T2(τ)dτξ1 + Φ(t, t0)

t∫
t0

Φ(t0, τ)B1(τ)µ1(τ)dτ+

+Φ(t, t0)

t∫
t0

Φ(t0, τ)B1(τ)M1(τ)dτz(t1, v) +

t∫
t0

Φ(t, τ)B1(τ)µ(τ)dτ, t ∈ I.
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Отсюда с учетом того, что:

t∫
t0

Φ(t, τ)B1(τ)v(τ)dτ = z(t, τ),

t∫
t0

Φ(t0, τ)B1(τ)T1(τ)dτ =

=

t∫
t0

Φ(t0, τ)B1(τ)[−B∗
1(τ)Φ

∗(t0, τ)W
−1(t0, t1)]dτ = −W (t0, t)W

−1(t0, t1),

t∫
t0

Φ(t0, τ)B1(τ)T2(τ)dτ =

t∫
t0

Φ(t0, τ)B1(τ)[B
∗
1(τ)Φ

∗(t0, τ)W
−1(t0, t1)Φ(t0, t1)]dτ =

= W (t0, t)W
−1(t0, t1)Φ(t0, t1),

t∫
t0

Φ(t0, τ)B1(τ)M1(τ)dτ =

t∫
t0

Φ(t0, τ)B1(τ)[−B∗
1(τ)Φ

∗(t0, τ)W
−1(t0, t1)Φ(t0, t1)]dτ =

= −W (t0, t)W
−1(t0, t1)Φ(t0, t1),

Φ(t, t0)ξ0 − Φ(t, t0)W (t0, t)W
−1(t0, t1)ξ0 = Φ(t, t0)[In −W (t0, t)W

−1(t0, t1)]ξ0 =

= Φ(t, t0){In − [W (t0, t1)−W (t1, t1)]W
−1(t0, t1)}ξ0 = Φ(t, t0)W (t, t1)W

−1(t0, t1)ξ0,

получим формулы (26), где E1(t), E2(t), µ2,M2(t), t ∈ I определяются соотношениями
(27). Теорема доказана.

Лемма 1 Пусть матрица W (t0, t1) > 0. Для того чтобы функция y(t) = ξ(t), t ∈ I
необходимо и достаточно выполнение следующих соотношений:

w1(t) = U1, w1(t) = u(t) ∈ U(t) ⊂ L2(I, R
m), U1 ∩ U ̸= ∅, (28)

p(t) = L(t)P1y(t) ∈ V = {p(·) ∈ L2(I, R
s) | w(t) ≤ p(t) ≤ φ(t), t ∈ I}, (29)

Γ(P1y(t), t) = DP1y(t) + r(t) ≡ 0, t ∈ I, (x0, x1) ∈ S0 × S1, d ∈ Π. (30)

Лемма 2 Пусть матрица W (t0, t1) > 0. Тогда задача оптимального быстродействия
(1)-(9) эквивалентна следующей задаче: Минимизировать функционал

J(y(·), u(·)v(·), p(·), (x0, x1, d) =
t1∫

t0

1 · dt = t1 − t0 → inf (31)

при условиях

J1(y(·), u(·)v(·), p(·), x0, x1, d) =

=

t1∫
t0

[|w1(t)− u(t)|2 + |p(t)− L(t)P1y(t)|2 + |DP1y(t) + r(t)|2]dt = 0,
(32)
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ż = A1(t)z +B1(t)v(t), z(t0) = 0, v(·) ∈ L2(I, R
m), (33)

(x0, x1) ∈ S0 × S1, p(t) ∈ V (t), u(t) ∈ U(t), d ∈ Π, (34)

где функции w1(t), y(t), t ∈ I определяются формулами (23), (26) соответственно.

3.1 Преобразование

Как следует из леммы 2 существование допустимого управления при фиксированном t1
следует из решения задачи оптимального управления: минимизировать функционал

J1(y(·), u(·), v(·), p(·), x0, x1, d) =
t1∫

t0

F1(q(t), t)dt→ inf (35)

при условиях

ż = A1(t)z +B1(t)v(t), z(t0) = 0, t ∈ I = [t0, t1], (36)

v(·) ∈ L2(I, R
m), (x0, x1) ∈ S0 × S1, p(t) ∈ V (t), u(t) ∈ U(t), d ∈ Π, (37)

где
q(t) = (θ(t), z(t, v), z(t1, v)),

θ(t) = (u(t), v(t), p(t), x0, x1, d),

F1(q(t), t) = |w1(t)− u(t)|2 + |p(t)− L(t)P1y(t)|2 + |DP1y(t) + r(t)|2,

функции y(t), w1(t), t ∈ I определяются формулами (26), (23) соответственно,
ξ0, ξ1, V, Γ(P, y, t) из (15), (29), (15).

Введем следующие обозначения:

X = U×Lρ
2(I, R

m)×V ×S0×S1×Πρ, H = L2(I, R
m)×L2(I, R

m)×L2(I, R
s)×Rn×Rn×Rm1 ,

Lρ
2(I, R

m) = {v(·) ∈ L2(I, R
m)
∣∣ ∥ v ∥≤ ρ, ρ > 0 – достаточно большое число},

Πρ = {d ∈ Rm1
∣∣|d| ≤ ρ}, θ ∈ X, X ⊂ H,

где X – ограниченное выпуклое замкнутые множество в H,H – гильбертово
пространство. Оптимизационная задача (35)-(37) может быть представлена в виде

J1(θ(·)) =
t1∫

t0

F1(q(t), t)dt→ tnf, θ(·) ∈ X ⊂ H.

Пусть множество X∗ = {θ∗(·) ∈ X|J1(θ∗) = inf
θ∈X

J1(θ(·))}.
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Лемма 3 Пусть матрица W (t0, t1) > 0. Для того чтобы краевая задача (2)-(9) имела
решение, необходимо и достаточно, чтобы значение J1(θ∗(·)) = 0.

Доказательство следует из леммы 2.
Заметим что: 1) функционал J1(θ), θ ∈ X – выпуклый и слабо полунепрерывен снизу

в X,X – слабобикомпактное множество. Следовательно, J1(θ), θ ∈ X достигает нижней
грани на множестве Х, множество X∗ ̸= ⊘, ⊘ – пустое множество; 2) Поскольку
значение J1(θ) ≥ 0, θ ∈ X, то возможны случаи: а) J1(θ∗) = inf

θ∈X
J1(θ) = min

θ∈X
J1 (θ) = 0;

b) J1(θ∗) > 0. В случае, J1(θ∗) = 0, θ∗ = (u∗, v∗, p∗, x
∗
0, x

∗
1, d) ∈ X∗ – оптимальное решение

задачи (35)-(37), тройка (u(t) = u∗, x0 = x∗0, x1 = x∗1) ∈
∑

t1
допустимое управление для

задачи (1)-(9). Если J1(θ∗) > 0, θ∗ ∈ X∗, то
∑

t1
= ⊘, ⊘- пустое множество. Краевая

задача (2)-(9) не имеет решение при фиксированном t1.

Теорема 5 Пусть матрица W (t0, t1) > 0 , функция F1(q, t) определена и непрерывно
по совокупности переменных (q, t) вместе с частичными производными по q.

Тогда функционал (35) при условиях (36), (37) непрерывно дифференцируем по
Фреше, градиент

J ′
1(θ) = (J ′

1u(θ), J
′
1v(θ), J

′
1p(θ), J

′
1x0

(θ), J ′
1x1

(θ), J ′
1d(θ)) ∈ H

в любой точке θ ∈ X вычисляется по формуле

J ′
1u(θ) = F1u(q(t), t), J ′

1v(θ) = F1v(q(t), t)−B∗
1(t)ψ(t), J ′

1p(θ) = F1p(q(t), t),

J ′
1x0

(θ) =

t1∫
t0

F1x0(q(t), t)dt, J ′
1x1

(θ) =

t1∫
t0

F1x1(q(t), t)dt, J ′
1d(θ) =

t1∫
t0

F1d(q(t), t)dt, (38)

где z(t), t ∈ I – решение дифференциального уравнения (36), а функция ψ(t), t ∈ I –
решение сопряженной системы

ψ̇ = F1z(q(t), t)− A∗
1(t)ψ(t), ψ(t1) = −

t1∫
t0

F1z(t1)(q(t), t)dt. (39)

Кроме того, градиент J ′
1(θ), θ ∈ X удовлетворяет условию Липшица

∥J ′
1(θ1)− J ′

1(θ2)∥ ≤ K∥θ1 − θ2∥, ∀θ1, θ2 ∈ X, (40)

где K = const > 0.

Доказательство аналогичной теоремы можно найти в [10].
Строим последовательности Qn = {un, vn, pn, xn0 , xn1 , dn}, n = 0, 1, 2, ... по алгоритму

un+1 = Pu [un − αnJ
′
1u(θn)], vn+1 = PLρ

2
[un − αnJ

′
1v(θn)],

Pn+1 = Pv [Pn − αnJ
′
1p(θn)], x

n+1
0 = PS0 [xn0 − αnJ

′
1x0

(θn)],
xn+1
1 = PS1 [xn1 − αnJ

′
1x1

(θn)], dn+1 = Pp [dn − α1J
′
1d(θn)],

n = 0, 1, 2, ..., 0 < ε0 6 αn 6 2/k + 2ε, ε > 0,

(41)

где PΩ [·] - проекция точки на множестве Ω, K = const > 0 из (40).



Интегральное уравнение в теории оптимального быстродействия. . . 71

Теорема 6 Пусть выполнены условия теоремы 5, последовательность {θn} ⊂ X
определяется по формуле (41). Тогда:

1. последовательность {θn} ⊂ X является минимизируюшей, lim
n→∞

J1(θn) = J1∗ =

inf
θ∈X

J1(θ);

2. θn
сл→θ∗, θ∗ ∈ X∗, un

сл→u∗, pn
сл→p∗, vn

сл→v∗ , x
n
0 → x∗0, xn1 → x∗1,

dn → d∗ n→ ∞, θ∗ = (u∗, v∗, p∗, x
∗
0, x

∗
1, d∗) ∈ X∗;

3. справедлива следующая скорость сходимости

0 ≤ J1(θn)− J1∗ ≤
c0
n

, n = 1, 2, . . . , c0 = const > 0; (42)

4. для того, чтобы задача (2)-(9) при фиксированном t1, t1 > t0 имела решение,
необходимо и достаточно, чтобы lim

n→∞
J1(θn) = J1∗ = J1(θ∗) = 0.

3.2 Построение решения задачи оптимального быстродействия

Как следует из леммы 3, для того чтобы t1∗− t0 = min
t1>t0

[t1− t0] т.е. разность t1∗− t0 была

наименьшим значением функционал (1) при условиях (2)-(9) необходимо и достаточно
выполнения следующих условий:

1) матрица W (t0, t1∗) порядка (n+m2)× (n+m2) была положительно определенной;
2) значения J1(θ∗(·)) = 0. Следовательно, необходимо чтобы значение t1 ≥ t1∗. Пусть

t1, t1 > 0 наименьшее значение t1 где min
t1>t0

W (t0, t1) = W (t0, t1) > 0. Заметим, что если

матрицаW (t0, t1) > 0, то матрица W(t0, t1) > 0 при всех t1 ≥ t1. Из условий W(t0, t1∗) >
0, W (t0, t1) > 0 следует t1∗ ≥ t1. Из леммы 1-3 и теорем 1-6 следует следующий алгоритм
решения задачи оптимального быстродействия.

Строится какое-либо допустимое управление по методу изложенному выше. Для
этого достаточно выбрать некоторое значение t1 = t01, t01 > t0 найти решение
оптимизационной задачи (35)-(37). Пусть найдена точка θ∗ = θ∗(t

0
1) ∈ X, J1(θ∗) =

J1(θ∗(t
0
1)) = inf

θ∈X
J1(θ). Здесь возможны два случая:

a) J1(θ∗(t01)t) > 0;
b) J1(θ∗(t01)) = J1∗ = 0. Далее, рассматривается в отдельности, случаи а), б). В случае
а) выбирается новое значение t1 = 2t01, а в случае
б) новое значение t1 = (t0 + t01)/2 и т.д. Ниже приведены два алгоритма нахождения

значения t1∗, где t1∗ − t0 = min
t1>t0

(t1 − t0).

А. Пусть известно значение t1, t1 > t0, где min
t1>t0

W (t0, t1) = W0(t0, t1) > 0. В этом

случае, целесообразно выбрать значение t1 = mt1, m = 1, 2, . . . Следует отметить,
что если значения J1(θ∗(mt1)) > 0 для любых m = 1, 2, . . . то задача оптимального
быстродействия (1)-(9) не имеет решения. В случае когда при m = m∗, J1(θ∗(m∗t1)) = 0,
необходимо выбрать t1 = t1(m∗ − 1 +m∗)/2 = (m∗ − 1

2
)t1 = m∗t1, m∗ = m∗ − 1

2
. Найти

значения J1(θ∗(m∗t1)) путем решение оптимальности задачи (35)-(37). Здесь возможны
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случаи: 1) J1(θ∗(m∗t1)) > 0; 2) J1(θ∗(m∗t1)) = 0. В случае J1(θ∗(m∗t1)) > 0 необходимо
выбрать t1 = t1(m∗ − 1

2
+m∗)/2 = (m∗ − 1

4
)t1, а в случае J1(θ∗(m∗t1)) = 0 необходимо

выбрать t1 = t1(m∗ − 1 + m∗ − 1
2
) = (m∗ − 3

4
)t1 и т.д. Повторяя данную процедуру

можно найти со сколь угодной точностью значение t1 = t∗1, где t∗1 – оптимальный момент
времени.

Б. Пусть значение t1, t1 > t0, где min
t1>t0

W (t0, t1) = W (t0, t1) > 0, либо матрица

W (t0, t1) > 0 для любого t1 > t0. В этом случае, выбираем значение t0 = t01, где
W (t0, t

0
1) > 0. Находим значение J1(θ∗(t01)) путем решения оптимизационный задачи (35)-

(37). Возможны случаи: a) J1(θ∗(t01)) > 0; в) J1(θ∗(t01)) = 0;
Рассмотрим случай а). В этом случае выберем значение t1 = 2t01, находим значение

J1(θ∗(2t
0
1)). Если значение J1(θ∗(mt

0
1)) > 0, m = 1, 2, . . . , то задача оптимального

быстродействия (1)-(9) не имеет решения. В случае, когда при m = m∗, J(θ∗(m∗t
0
1)) = 0.

Выберем t1 = t01(m∗ − 1 +m∗)/2 = (m∗ − 1
2
)t01.

Рассмотрим случай б). В этом случае J1(θ∗(t01)) = 0, выберем t1 = (t0+t
0
1)/2, проверим

будет ли матрица W(t0, t1) > 0, t1 = (t0+ t
0
1)/2. Если W(t0, t1) > 0, то находим значение

J1(θ∗(t1)), где t1 = (t0 + t01)/2. В случае J1(θ∗(t1)) = 0, t1 = (t0 + t01)/2, то выберем
t1 =

t0+t01
2

+ t01/2 = (t0 + 3t01)/4 и так далее.

3.3 Решения модельной задачи

Рассмотрим следующую задачу оптимального быстродействия: минимизировать
функционал

J(u, t1) =

t1∫
0

1 · dt = t1 → inf (43)

при условиях

ẋ1 = x2, ẋ2 = u, t ∈ I = [0, t1], (44)

x1(o) = 1, x2(0) = 0, x1(t1) = 0, x2(t1) = 0, (45)

u(t) ∈ U = {u(·) ∈ L2(I, R
1)| − 1 ≤ u(t) ≤ +1 п.в t ∈ I}. (46)

Для данного примера

A =

(
0
0

1
0

)
, B =

(
0
1

)
, x =

(
x1
x2

)
, x0 =

(
1
0

)
, x1 =

(
0
0

)
,

отсутствуют фазовые и интегральные ограничения, голономные связи, множества S0 =
{(1, 0)}, S1 = {(0, 0)} содержат единственные точки. В векторной форме задача (44)-(46)
запишется в виде

J(u, t1) = t1 → inf

ẋ = Ax+Bu, x(0) = x0, x(t1) = x1, t ∈ I = [0, t1], u(t) ∈ U.
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Поскольку η(t) ≡ 0, t ∈ I, то ξ(t) = x(t), t ∈ I. Линейная управляемая система (18)
для данного примера запишется так

ẏ = Ay +Bw1(t), y(0) = x0, y(t1) = x1, t ∈ I, w1(·) ∈ L2(I, R
1),

где ξ0 = x0, ξ1 = x1. Матрицы

Φ (t, τ) = eA(t−τ), eAt =

(
1
0

t
1

)
, e−Aτ =

(
1
0

−τ
0

)
, θ1 (t) = eAτ .

Вычислим следующие векторы и матрицы (см.(21)-(27)):

a = Φ(0, t1)x1 − x0 = −x0 =
(

−1
0

)
,

W (0, t1) =

t1∫
0

e−AtBB∗e−A∗tdt =

(
t31
3

− t21
2

−t21
2

t1

)
> 0, t1 > 0,

W−1 (o, t1) =

(
12
t31
6
t21

6
t21
4
t1

)
,

T1(t)ξ0 = T1(t)x0 = −B∗Φ∗(0, t)W−1(0, t1)x0 =
12t

t31
− 6

t21
,

T2(t)ξ1 = T2(t)x1 = 0, M1(t) = −B∗Φ∗(0, t)W−1(0, t1)Φ(0, t1) = (
12t

t31
− 6

t21
− 6

t21
+

2

t1
),

E1(t)ξ0 = E1(t)x0 = Φ(t, 0)W (t, t1)W
−1(0, t1) = (

t31+2t3−3t1t3

t31
6t2−6tt1

t31

), E2(t)ξ1 = E2(t)x1 = 0,

M2(t)= −Φ(t, 0)W (t, t1)W
−1(0, t1)Φ(0, t1) =

(
2t3−3t2t1

t31
6t2−6tt1

t31

−t3+t1t2

t21
−3t2+2tt1

t21

)
.

Тогда

w1(t) = v(t) + (
12t

t31
− 6

t21
)− (

12t

t31
− 6

t21
)z1(t1, v) + (

−6t

t21
+

2

t1
)z2(t1, v),

y (t) =

(
y1 (t)
y2 (t)

)
, y1(t) = z1(t, v) +

t31 + 2t3 − 3t1t
2

t31
+ (

2t3 − 3t2t1
t31

)z1(t, v)+

+(
−t3 + t1t

2

t21
)z2(t1, v), y2(t) = z2(t, v) +

6t2 − 6tt1
t31

+ (
6t2 − 6tt1

t31
)z1(t1, v)+

+(
−3t2 + 2tt1

t21
)z2(t1, v).
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Задача оптимального управления (35)-(37) имеет вид

J1(θ) =

t1∫
0

F1(q(t), t)dt =

t1∫
0

|w1(t)− u(t)|2dt =
t1∫
0

|v(t) + (
12t

t31
− 6

t21
)+

+(12t
t31

− 6
t21
)z1(t1, v) + (−6t

t21
+ 2

t1
)z2(t1, v)− u(t)|2dt→ inf

(47)

ż = Az +Bv(t), z(0) = 0, v(·) ∈ L2(I, R
1), u(t) ∈ U, (48)

где θ = (u, v), q = (u, v, z(t, v), z(t1, v)).
Градиент функционала. Частные производное

∂F1(q, t)

∂u
= −2(w1,−u),

∂F1(q, t)

∂v
= 2(w1,−u),

∂F1(q, t)

∂z
= 0,

∂F1(q, t)

∂z1(t1)
= 2(w1 − u)(

12t

t31
− 6

t21
),

∂F1(q, t)

∂z2(t1)
= 2(w1 − u)(

−6t

t21
+

2

t1
), t ∈ I.

Градиент функционала J ′
1(θ) = (J ′

1u(θ), J ′
1v(θ) ∈ H, где

J ′
1u(θ) =

∂F1(q(t), t)

∂u
, J ′

1v(θ) =
∂F1(q(t), t)

∂v
−B∗ψ(t),

где z(t, v), t ∈ I – решение дифференциального уравнения (47), а функция ψ(t) решение
сопряженной системы

ψ̇ = −A∗ψ, ψ (t1) = −
t1∫
0

∂F1 (q (t) , t)

∂z (t1)
dt =

(
ψ1(t1)
ψ2(t1)

)

ψ1(t1) = −
t1∫
0

dF1(q(t), t)

dz1(t1)
dt, ψ2(t1) = −

t1∫
0

dF1(q(t), t)

dz2(t1)
dt.

(49)

Минимизирующие последовательности

un+1 = PU [un − αnJ
′
1u(θu)], vn+1 = vn − αnJ

′
1v(θn), n = 0, 1, 2 . . . , (50)

где θn = (un, vn) ∈ X, αn ≤ 2
l1+2e

, ε > 0, l1– постоянная Липшица (см. (40), l1 = k)
Построение решения задачи оптимального быстродействия. Заметим, что матрица

W (0, t1) =

(
t31/3
−t21/2

−t21/2
t1

)
> 0

для любого t1 > 0. Определим t1∗ > t0 по алгоритму
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В. Выберем значение t1 = 8. Строим допустимые управления путем построения
минимизирующих последовательностей (50) с учетом (49).

а). Для данного примера при t1 = 8 оптимальное решение задачи (47), (48)
следующее:

u∗ (t)=v∗ (t)=


−1 0 ≤ t < 17/8,
+1 17/8 ≤ t < 49/8,
−1 49/8 ≤ t ≤ 8,

w1 (t)=v∗ (t) , t ∈ [0, 8].

Значение J1(θ∗) = 0, θ∗ = (u∗(t), v∗(t)), t ∈ I = [0, 8].
б). Выберем t1 = 8/2 = 4. Для значений t1 = 4, оптимальным решением задачи (47),

(48) будет

u∗∗ (t)=v∗∗ (t)=


−1 0 ≤ t < 5/4,
+1 5/4 ≤ t < 13/4,
−1 13/4/8 ≤ t ≤ 4,

w1 (t)=v∗∗ (t) , t ∈ [0, 4].

Значение J1(θ∗∗) = 0, θ∗∗ = (u∗∗(t), v∗∗(t)), t ∈ I[0, 4].
в). Выберем t1 = 4/2 = 2. Для значения t1 = 2. Оптимальным решением задачи

(47),(48) является:

u∗∗∗ (t)=v∗∗∗ (t) =

{
−1 0 ≤ t < 1,
+1 1 ≤ t ≤ 2,

w1 (t)=v∗∗∗ (t) , t ∈ [0, 2.]

Значение J1(θ∗∗∗) = 0, θ∗∗∗ = (u∗∗∗(t), v∗∗∗(t)), t ∈ I = [0, 2].
Оптимальная траектория для задачи (44)-(47):

x1∗ (t) = y1∗ (t) =

{
1− t2

2
, 0 ≤ t < 1,

t2

2
− 2t+ 2, 1 ≤ t ≤ 2,

x2∗ (t) = y2∗ (t)

{
−t, 0 ≤ t < 1,
t− 2, 1 ≤ t ≤ 2.

Эти результаты совпадают с результатами, полученными с помощью принципа
максимума Л.Е. Понтрягина [3], для значений n = 2. В отличии от принципа максимума
данный метод позволяет решать задачи оптимального быстродействия для системы
любого порядка n ≥ 2.

4 Результаты и обсуждение

Основными результатами являются:
– необходимое и достаточное условия существования решения одного класса

интегрального уравнения и построение его общего решения;
– выделение всех множеств управлений, каждый элемент которого переводит

траекторию системы из любого начального состояния в любое желаемое конечное
состояние для линейных систем;

– предлагаемый принцип погружения позволяющий свести исходную краевую
задачу оптимального быстродействие с ограничениями к специальной начальной задаче
оптимального управления;
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– необходимое и достаточное условия существования допустимого управления;
– разработан алгоритм решения задачи оптимального быстродействия с

ограничениями для линейных систем любого порядка.
Полученные результаты являются решениями актуальных проблем теории

оптимального быстродействия с ограничениями имеющие многочисленные приложения.

5 Заключение

Разработан новый метод решения задачи оптимального быстродействия линейных
систем с краевыми условиями, при наличии фазовых, интегральных ограничений и
голономных связей. Создана общая теория краевых задач оптимального быстродействия
имеющая многочисленные приложение в естественных науках, технике, экономике.

Принципиальное отличие предлагаемого метода от известных методов состоит
в том, что исходная задача погружается в задачу управляемости с управлениями
из функциональных пространств с последующим сведением к начальной задаче
оптимального управления.
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