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РАЗРЕШИМОСТЬ И ПОСТРОЕНИЕ РЕШЕНИЯ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ
ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ С ФАЗОВЫМИ ОГРАНИЧЕНИЯМИ

Рассматриваются краевые задачи с фазовыми ограничениями для линейных обыкновенных
дифференциальных уравнений. Получены необходимое и достаточное условия
существования решения краевых задач линейных обыкновенных дифференциальных
уравнений с краевыми условиями из заданных множеств при наличии фазовых ограничений.
Предложен метод построения решения краевой задачи с фазовыми ограничениями путем
построения минимизирующих последовательностей в функциональном пространстве.
Получена оценка скорости сходимости минимизирующих последовательностей. Основой
предлагаемого метода решения краевых задач с фазовыми ограничениями является
возможность сведения указанных задач к одному классу интегрального уравнения
Фредгольма первого рода. Интегральное уравнение Фредгольма первого рода относится
к числу малоизученных проблем математики. Поэтому Фундаментальные исследования
по интегральным уравнениям и решение на их основе краевых задач дифференциальных
уравнений является основным перспективным направлением в математике. Предлагается
новый метод решения краевых задач линейных обыкновенных дифференциальных
уравнений с фазовыми ограничениями имеющий многочисленные приложения в теории
динамических систем. Научной новизной полученных результатов являются: формализация
общей задачи динамических систем и приведение ее к краевым задачам обыкновенных
дифференциальных уравнений с фазовыми ограничениями; найден новый критерий
существования решения краевых задач в виде принципа погружения на основе теоремы
существования и построение решения интегрального уравнения; создан новый метод
решения краевых задач линейных обыкновенных дифференциальных уравнений путем
построения минимизирующих последовательностей для специальной начальной задачи
оптимального управления.
Ключевые слова: краевые задачи, фазовые ограничения, оптимизационная задача,
минимизирующие последовательности, интегральное уравнение.
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Фазалық шектеулерi бар сызықтық жүйелердiң шекаралық есептерiнiң шешiмiн тұрғызу

және шешiмiнiң табылатындығы

Сызықты қарапайым дифференциалдық теңдеулер үшiн фазалық шектеулермен шекаралық
есептер қарастырылады. Фазалық шектеулер болған кезде берiлген жиындардан
шекаралық шарттары бар сызықты қарапайым дифференциалдық теңдеулердiң
шекаралық есептердiң шешуiнiң болуы үшiн қажеттi және жеткiлiктi шарттары алынды.
Функционалдық кеңiстiктегi минималды реттiлiктер құру арқылы фазалық шектеулермен
шекаралық есептердiң шешiмiн құру әдiсi ұсынылды. Минималды реттiлiктiң жинақталу
жылдамдығының бағасы алынды. Фазалық шектеулермен шекаралық есептердi шешудiң
ұсынылған әдiсiнiң негiзi - берiлген есептердi бiрiншi типтегi Фредгольм интегралдық тең-
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деудiң бiр класына келтiру. Бiрiншi типтегi Фредгольм интегралдық теңдеуi - математиканың
аз зерттелген мәселелерiнiң бiрi. Сондықтан интегралдық теңдеулер бойынша iргелi
зерттеулер және олардың негiзiнде дифференциалдық теңдеулердiң шекаралық есептерiн
шешу математикадағы басты перспективалық бағыт болып табылады. Динамикалық
жүйелер теориясында көптеген қолданысы бар фазалық шектеулерi бар сызықты
қарапайым дифференциалдық теңдеулердiң шекаралық есептерiн шешудiң жаңа
әдiсi ұсынылған. Нәтижелердiң ғылыми жаңалығы: Динамикалық жүйелердiң жалпы
есептерiн қалыптастыру және оны фазалық шектеулермен қарапайым дифференциалдық
теңдеулердiң шеттiк есептерiне келтiру; Шешiмнiң бар болу теоремасы мен интегралдық
теңдеудiң шешiмiн құруға негiзделген батыру принципi түрiндегi шекаралық есептердiң
шешiмiнiң болуы үшiн жаңа критерийi табылды; Сызықтық қарапайым дифференциалдық
теңдеулердiң шекаралық есептерiн шешудiң арнайы бастапқы оңтайлы басқару есебi үшiн
минимизация реттiлiгiн құру арқылы жаңа әдiс жасалды.
Түйiн сөздер: шекаралық есептер, фазалық шектеулер, оптимизация мәселесi,
минимизациялау ретi, интегралдық теңдеу.
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Integral equation in the theory of optimal speed of linear systems with constraints

Boundary-value problems with phase constraints for linear ordinary differential equations are con-
sidered. The necessary and sufficient conditions for the existence of a solution to the boundary
value problems of linear ordinary differential equations with boundary conditions from given sets
in the presence of phase constraints are obtained. A method is proposed for constructing a solution
to a boundary value problem with phase constraints by constructing minimizing sequences in a
functional space. An estimate of the convergence rate of minimizing sequences is obtained. The
basis of the proposed method for solving boundary value problems with phase constraints is the
ability to reduce these problems to one class of the Fredholm integral equation of the first kind.
The Fredholm integral equation of the first kind is among the poorly studied problems of mathe-
matics. Therefore, basic research on integral equations and the solution based on them of boundary
value problems of differential equations is the main promising direction in mathematics. A new
method is proposed for solving boundary value problems of linear ordinary differential equations
with phase constraints, which has numerous applications in the theory of dynamical systems. The
scientific novelty of the results is: Formalization of the general problem of dynamical systems and
its reduction to boundary value problems of ordinary differential equations with phase constraints;
A new criterion is found for the existence of a solution to boundary value problems in the form of
the immersion principle based on the existence theorem and the construction of a solution to the
integral equation; A new method has been created for solving boundary value problems of linear
ordinary differential equations by constructing minimizing sequences for a special initial optimal
control problem.
Key words: boundary value problems, phase constraints, optimization problem, minimizing se-
quences, integral equation.

1 Введение

Рассмотрим следующую краевую задачу для линейных обыкновенных
дифференциальных уравнений

ẋ = A(t)x+B(t)P (t)x+ µ(t), t ∈ I = [t0, t1], (1)

с краевыми условиями

x(t0) = x0 ∈ S0 ⊂ Rn, x(t1) = x1 ∈ S1 ⊂ Rn, (2)



Разрешимость и построение решения . . . 5

при наличии фазовых ограничений

x(t) ∈ G(t);G(t) = x ∈ Rn|ω(t) 6 L(t)x 6 ϕ(t), t ∈ I, (3)

где t0, t1, t1 < t0 — фиксированные моменты времени, A(t), B(t), P (t), t ∈ I — матрицы
порядков n×n, n×m,m×n с кусочно-непрерывными элементами соответственно, µ(t) ∈
L2(I, R

n) — заданная функция. При заданных условиях дифференциальное уравнение
(1) для любого фиксированного x0 ∈ S0 имеет единственное решение которое является
абсолютно непрерывной функцией, S0, S1 — заданные выпуклые замкнутые множества,
L(t), t ∈ I — заданная матрица порядка s×n с непрерывными элементами, w(t), ϕ(t), t ∈
I — заданные вектор функции s× 1.

Определение 1 Вектор функция x(t) = x(t; t0, x0, x1), t ∈ I, x0 ∈ S0, x1 ∈ S1

называется решением краевой задачи (1)–(3), если x(t0) = x0 ∈ S0, x(t1) = x1 ∈ S1,
функция x(t; t0, x0, x1) ∈ G(t), t ∈ I.

Множества S0, S1, в частности, могут быть замкнутыми шарами, гиперплоскостями.
И в общем случае S = S0 × S1 = (x0, x1) ∈ R2n|Hj(x0, x1) ≤ 0, j = 1, s1; Hj(x0, x1) =<
αj , x0 > + < ej , x1 > −αj = 0, j = s1 + 1, p1 где Hj(x0, x1), j = 1, s1 — выпуклые
функции относительно переменных x0, x1, x0 = x(t0), x1 = x(t1), αj ∈ Rn, ej ∈ Rn, j =
s1 + 1, p1, αj, j = s1 + 1, p1 — заданные числа. Ставятся следующие задачи:

Задача 1 Найти необходимое и достаточное условия существования решения краевой
задачи (1)–(3).

Иными словами, найти необходимое и достаточное условия существования
решения уравнения ẋ = A1(t)x + µ(t), t ∈ I при условиях (2), (3), где A1(t)x =
A(t)x+ S(t)P (t).

Задача 2 Построить решение краевой задачи (1)–(3).
Следовательно, построить решение уравнения ẋ = A1(t)x+µ(t), t ∈ I при условиях

(2), (3).

2 Обзор литературы

К краевым задачам вида (1)–(3) сводятся многие математические и физические задачи.
Несмотря на актуальность решения краевых задач в настоящее время, отсутствуют
методы решения краевой задачи (1)–(3). Одним из существенных результатов по
исследованию краевых задач является работы С.К. Годунова и его учеников [1].
Известные результаты [2, 3] относятся к краевым задачам второго порядка и сводятся
к решению однородного интегрального уравнения Фредгольма второго рода с помощью
функции Грина.

Создание общей теории краевых задач обыкновенных дифференциальных уравнении
любого порядка со сложными граничными условиями при наличии фазовых,
интегральных ограничений является актуальной проблемой. В статье предлагается один
из методов решения данной проблемы.

Основой предлагаемого метода решения краевой задачи (1)–(3) является принцип
погружения. Принцип погружения позволяет заменить исходную краевую задачу
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с ограничениями на равносильную задачу оптимального управления со свободным
правым концом траектории. Такой подход стал возможным благодаря нахождению
общего решения одного класса интегрального уравнения Фредгольма первого
рода. Разрешимость и построения решения краевых задач с ограничением (1)–
(3) осуществляется путем построения минимизирующих последовательности в
гильбертовом пространстве для функционала специального вида. В этом заключается
принципиальное отличие предлагаемого метода от известных методов исследования.

Статья является продолжением научных исследований автора по краевым задачам
[4], по теории управляемости [5], интегральных уравнений и оптимального управления
[6]. Ряд результатов по теории интегральных уравнений и ее приложений приведены
в [7–25].

3 Материал и методы

3.1 Интегральное уравнение

Частным случаем интегрального уравнения Фредгольма первого рода

Ku =

a
∫

b

K(t, τ)u(τ)dτ = f(t), t ∈ I = [t1, t2], τ ∈ I1 = [a, b],

является интегральное уравнение

K1w =

a
∫

b

K(t∗, τ)w(τ)dτ = β, t∗ ∈ I, (4)

где K(t∗, τ) = K(τ) = ‖Kij(τ)‖ , i = 1, n, j = 1, m — известная матрица с элементом из
L2, t∗ ∈ [t0, t1] — фиксированная точка, Kij(τ) ∈ L2(I1, R

1), w(τ) ∈ L2(I1, R
m) — искомая

функция, β ∈ Rn.

Необходимое и достаточное условия существования решения интегрального
уравнения (4) следует из теоремы 1.

Теорема 1 Интегральное уравнение (4) при любом β ∈ Rn имеет решение тогда и
только тогда, когда матрица

C(a, b) = C =

a
∫

b

K(τ)k∗(τ)dτ (5)

порядка n×n является положительно определенной, где (∗) — знак транспонирования.

Доказательство теоремы приведено в [6].

Общее решение интегрального уравнения (4) следует из теоремы 2.
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Теорема 2 Пусть матрица C из (5) положительно определенная. Тогда общее
решение интегрального уравнения (4) при любом β ∈ Rn имеет вид

w(τ) = K∗(τ)C−1β + p(t) −K∗(τ)C−1

∫ b

a

K(η)p(η)dη, τ ∈ I1 = [a, b], (6)

где p(·) ∈ L2(I1, R
m) — произвольная функция, β ∈ Rn — любой вектор.

Доказательство теоремы можно найти в [6].
Основные свойства решений интегрального уравнения (4):

1. Функция w(τ), t ∈ I1 может быть представлена в виде w(τ) = w1(τ) + w2(τ), где

w1(τ) = K∗(τ)C−1β, w2(τ) = p(τ) − K∗(τ)C−1
∫ b

a
K(η)p(η)dη, τ ∈ I. Функция w1(τ)

ортогональна w2(τ) т.е. w1(τ)⊥w2(τ) в L2(I1, R
m);

2. Функция w1(τ), τ ∈ I1 — частное решение интегрального уравнения (4), функция

w2(τ), τ ∈ I1 — общее решение однородного интегрального уравнения
b
∫

a

K(τ)w2(τ)dτ = 0;

3. Функция w1(τ) = K∗(τ)C−1β, τ ∈ I1 — является решением интегрального уравнения
с минимальной нормой в L2(I1, R

m);
4. Множество решений интегрального уравнения (4) является выпуклым множеством.
В частности, a = t0, b = t1, I = I1 = (t0, t1).

3.2 Линейная управляемая система

Рассмотрим линейную управляемую систему следующего вида

ẏ = A(t)y +B(t)u(t) + µ(t), t ∈ I, (7)

y(t0) = x0 ∈ Rn, y(t1) = x1 ∈ Rn, (8)

u(·) ∈ L2(I, R
m). (9)

Пусть κ(t), t ∈ I — фундаментальная матрица решений линейной однородной
системы ζ̇ = A(t)ζ . Определим матрицу

W (t0, t1) =

t1
∫

t0

Φ(t0, t)B(t)B∗(t)Φ∗(t0, t)dt, (10)

где Φ(t, τ) = κ(t)κ−1(τ), t ∈ I, τ ∈ I. Возникает вопрос: существует ли функция
u(·) ∈ L2(I, R

m), которая переводит траекторию системы (7)–(9) из любого начального
состояния y(t0) = x0 ∈ Rn в любое желаемое конечное состояние y(t1) = x1 ∈ Rn.

Обычно функцию u(·) ∈ L2(I, R
m) называют управлением. Если существует такое

управление u(·) ∈ L2(I, R
m) для которого x(t1) = x(t1; t0; x0; u) = x1, то система (7)–(9)

называется управляемой.

Теорема 3 Для того чтобы система (7)–(9) была управляемой необходимо и
достаточно, чтобы матрица W (t0, t1), определяемая по формуле (10), порядка n × n
была положительно определенной.
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Доказательство. Решение дифференциального уравнения (7) имеет вид

y(t) = Φ(t, t0)x0 +

t
∫

t0

Φ(t, τ)B(τ)u(τ)dτ +

t
∫

t0

Φ(t, τ)µ(τ)dτ, t ∈ I. (11)

Тогда управление u(·) ∈ L2(I, R
m) которое переводит траекторию системы (7)–(9) из

любого начального состояния x0 ∈ Rn в любое желаемое конечное состояние x1 ∈ Rn (в
частности x0 ∈ S0, x1 ∈ S1) определяется из условия

y(t1) = x1 = Φ(t1, t0)x0 +

t1
∫

t0

Φ(t1, t)B(t)u(t)dt+

t1
∫

t0

Φ(t1, t)µ(t)dt.

Отсюда имеем

t1
∫

t0

Φ(t1, t)B(t)u(t)dt = x1 − Φ(t1, t0)x0 −

t1
∫

t0

Φ(t1, t)µ(t)dt. (12)

Так как Φ(t1, t) = Φ(t1, t0)Φ(t0, t),Φ
−1(t1, t0) = Φ(t0, t1), то соотношение (12)

запишется в виде

t1
∫

t0

Φ(t0, t)B(t)u(t)dt = Φ(t0, t1)x1 − x0 −

t1
∫

t0

Φ(t0, t)µ(t)dt = β. (13)

Таким образом, искомое управление u(·) ∈ L2(I, R
m) является решением

интегрального уравнения (13). Интегральное уравнение (13) может быть представлено
в виде

Ku =

t1
∫

t0

K(t0, t)u(t)dt = β,K(t0, t) = Φ(t0, t)B(t), t ∈ I.

Как следует из теоремы 1, интегральное уравнение (13) имеет решение тогда и только
тогда, когда матрица

C(t0, t1) =

t1
∫

t0

K(t0, t)K
∗(t0, t)dt =

t1
∫

t0

Φ(t0, t)B(t)B∗(t)Φ∗(t0, t)dt = W (t0, t1)

порядка n×n является положительно определенной где β ∈ Rn — любой вектор. Теорема
доказана.

Из теоремы 3 следует, что краевая задача (7)–(9). имеет решение тогда и только
тогда, когда матрица W (t0, t1) > 0, где W (t0, t1) определяется по формуле (10).

Теорема 4 Пусть матрица W (t0, t1) порядка n × n положительно определенная.
Тогда управление u(·) ∈ L2(I, R

m) переводит траекторию системы (7)–(9) из любой
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начальной точки x0 ∈ Rn в любое желаемое конечное состояние x1 ∈ Rn тогда и
только тогда, когда

u(t) ∈ U = {u(·) ∈ L2(I, R
m)|u(t) = v(t) + λ1(t, x0, x1) +N1(t)z(t1, v), t ∈ I,

∀v(·) ∈ L2(I, R
m)}, (14)

где λ1(t, x0, x1) = B∗(t)Φ∗(t0, t)W
−1(t0, t1)β, β = Φ(t0, t1)x1 − x0 −

t1
∫

t0

Φ(t0, t)µ(t)dt,

N1(t) = −B∗(t)Φ∗(t0, t)W
−1(t0, t1)Φ(t0, t1), (15)

функция z(t, v), t ∈ I — решение дифференциального уравнения

ż(t) = A(t)z +B(t)v(t), z(t0) = 0, v(·) ∈ L2(I, R
m). (16)

Доказательство. Как следует из теоремы 2, общее решение интегрального
уравнения (13) имеет вид (см. (6))

u(t) = K∗(t0, t)C
−1(t0, t1)β + p(t) −K∗(t0, t)C

−1(t0, t1)

b
∫

a

K(t0, t)p(t)dt, t ∈ I,

где K(t0, t) = Φ(t0, t)B(t), C(t0, t1) = W (t0, t1), p(t) = v(t), t ∈ I = [t0, t1], I1 = I. Отсюда
имеем

u(t) = B∗(t)Φ∗(t0, t)W
−1(t0, t1)β+

+v(t) − B∗(t)Φ∗(t0, t)W
−1(t0, t1)

t1
∫

t0

Φ(t0, t)B(t)v(t)dt, t ∈ I,

β = Φ(t0, t1)x1 − x0 −

t1
∫

t0

Φ(t0, t)µ(t)dt (17)

Заметим, что решение дифференциального уравнения (16) имеет вид

z(t) = z(t, v) = Φ(t, t0)z(t0) +

t1
∫

t0

Φ(t, τ)B(τ)v(τ)dτ =

t1
∫

t0

Φ(t, τ)B(τ)v(τ)dτ, (18)

где z(t0) = 0. Следовательно, z(t1) = z(t1, v) =
t1
∫

t0

Φ(t1, t)B(t)v(t)dt =

= Φ(t1, t0)

t1
∫

t0

Φ(t0, t)B(t)v(t)dt



10 С.А. Айсагалиев и др.

Тогда

t1
∫

t0

Φ(t0, t)B(t)v(t)dt = Φ(t0, t1)z(t1, v). (19)

Из (17)–(19) следует, что искомое управление u(t), t ∈ I определяется по формуле
(14), где λ1(t, x0, x1), N1(t) определяются по формуле (15). Когда произвольная функция
v(t), v(·) ∈ L2(I, R

m) пробегает все элементы пространства L2(I, R
m), получим

множество U из (14). Теорема доказана.

Теорема 5 Пусть матрица W (t0, t1) положительно определенная, управление u(t) ∈
U . Тогда решение дифференциального уравнения (7) соответствующее управлению
u(t) ∈ U определяется по формуле

y(t) = z(t, v) + λ2(t, x0, x1) +N2(t)z(t1, v), t ∈ I, (20)

где z(t, v), t ∈ I — решение дифференциального уравнения (16),

λ2(t, x0, x1) = Φ(t, t0)W (t, t1)W
−1(t0, t1)x0 + Φ(t, t0)W (t0, t)W

−1(t0, t1)Φ(t0, t1)x1+

+

t
∫

t0

Φ(t, τ)µ(τ)dτ − Φ(t, t0)W (t0, t)W
−1(t0, t1)

t1
∫

t0

Φ(t0, t)µ(t)dt,

N2(t) = −Φ(t, t0)W (t0, t)W
−1(t0, t1)Φ(t0, t1),

W (t0, t) =

t
∫

t0

Φ(t0, τ)B(τ)B∗(τ)Φ∗(t0, τ)dτ, (21)

W (t, t1) = W (t0, t1) −W (t0, t), t ∈ I.

Доказательство. Решение дифференциального уравнения (7) определяется по
формуле (11). Из (11), в частности, когда u(t) ∈ U имеем

y(t) = Φ(t, t0)x0+

t
∫

t0

Φ(t, τ)B(τ)[v(τ)+λ1(τ, x0, x1)+N1(τ)z(t1, v)]dτ+

t
∫

t0

Φ(t, τ)µ(τ)dτ, t ∈ I.

Отсюда с учетом того, что λ1(τ, x0, x1), N1(t) определяются по формуле (15) получим

y(t) = Φ(t, t0)x0 + Φ(t, τ)B(τ)v(τ)dτ +
t
∫

t0

Φ(t, τ)B(τ)B∗(τ)Φ∗(t0, τ)dτW
−1(t0, t1)β−

−
t
∫

t0

Φ(t, τ)B(τ)B∗(τ)Φ∗(t0, τ)dτW
−1(t0, t1)Φ(t0, t1)z(t1, v) +

t
∫

t0

Φ(t, τ)µ(τ)dτ = z(t, v)+

+λ2(τ, x0, x1) +N2(t)z(t1, v), t ∈ I, z(t, v) =
t
∫

t0

Φ(t, τ)B(τ)v(τ)dτ,

где λ2(τ, x0, x1), N2(t) определяются по формуле (21).
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Заметим что y(t0) = z(t0, v) + λ(t0, x0, x1) + N2(t0)z(t1, v) = x0, y(t1) = z(t1, v)+
+λ(t1, x0, x1)+N2(t1)z(t1, v) = x1 в силу того, что: z(t0, v) = 0, λ2(t0, x0, x1) = x0, N2(t0) =
= 0, N2(t1)z(t1, v) = −z(t1, v), λ(t1, x0, x1) = x1. Итак, доказано соотношение (21).
Теорема доказана.

Возникает вопрос: при выполнении каких условий решение краевой задачи (1)–(3)
совпадает с решением линейной управляемой системой (7)–(9) т.е. x(t) = x(t; t0, x0, x1) =
= y(t) = y(t, t0, x0, x1), t ∈ I. На данный вопрос дает ответ следующая лемма.

Лемма 1 Пусть матрица W (t0, t1) > 0. Для того чтобы решение краевой задачи с
фазовыми ограничениями (1)–(3) функция x(t) = x(t; t0, x0, x1) = y(t) = y(t, t0, x0, x1), t ∈
I необходимо и достаточно выполнение следующих соотношений:

u(t) = P (t)y(t), u(t) ∈ U, (22)

y(t) ∈ G(t) = {y ∈ Rn|ω(t) ≤ L(t)y(t) ≤ ϕ(t), t ∈ I}, (23)

x0 ∈ S0 ⊂ Rn, x1 ∈ S1 ⊂ Rn, (24)

где функции u(t), y(t), t ∈ I определяются формулами (14), (20) соответственно,
функция z(t) = z(t, v), t ∈ I — решение дифференциального уравнения (16).

Доказательство. Как следует из теорем 4,5 соотношения (14), (20) верны для любых
x0 ∈ Rn, x1 ∈ Rn. Тогда включение u(t) ∈ U и соответствующее решение y(t) = y(t, u), t ∈
I, u ∈ U верны для значения x0 ∈ S0 ⊂ Rn, x1 ∈ S1 ⊂ Rn. Из уравнения управляемой
системы (7)–(9) с учетом (22)–(24), получим

ẏ = A(t)y +B(t)P (t)y + µ(t), t ∈ I, (25)

y(t0) = x0 ∈ S0, y(t1) = x1 ∈ S1, (26)

y(t) ∈ G(t), t ∈ I. (27)

Отсюда следует, что краевая задача с фазовыми ограничениями (25)–(27) совпадает
с краевой задачей (1)–(3). Следовательно, x(t) = y(t), t ∈ I. Лемма доказана.

Из теорем 1–5 и леммы 1 следует, что решение исходной краевой задачи (1)–(3)
может быть сведено к решению задачи оптимального управления: минимизировать
функционал (см.(22)-(24))

J(v(·), x0, x1, w(·)) =

t1
∫

t0

[|u(t) − P (t)y(t)|2 + |w(t) − L(t)y(t)|2]dt→ inf (28)

при условиях

ż = A(t)z +B(t)v(t), z(t0) = 0, t ∈ I, (29)

v(·) ∈ L2(I, R
m), x0 ∈ S0 ⊂ Rn, x1 ∈ S1 ⊂ Rn (30)

w(t) ∈W = {w(·) ∈ L2(I, R
s)|ω(t) ≤ w(t) ≤ ϕ(t), t ∈ I}, (31)

где u(t) = v(t)+λ1(t, x0, x1)+N1(t)z(t1, v), y(t) = z(t, v)+λ2(t, x0, x1)+N2(t)z(t1, v), t ∈ I, |·|
— евклидова норма.
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Лемма 2 Пусть матрица W (t0, t1) > 0. Для того чтобы исходная краевая задача
с фазовыми ограничениями (1)–(3) имела решение, необходимо и достаточно чтобы
значение J(v∗(·), x

∗
0, x

∗
1, w∗(·)) = 0, где (v∗(·), x

∗
0, x

∗
1, w∗(·)) ∈ X = L2(I, R

m)×S0×S1×W ⊂
H,H = L2(I, R

m)×Rn ×Rn × L2(I, R
s) — решение оптимизационной задачи (28)–(31).

Доказательство. Если (v∗(·), x
∗
0, x

∗
1, w∗(·)) ∈ X — решение оптимизационной задачи

(28)–(31), значение J(v∗(·), x
∗
0, x

∗
1, w∗(0)) = 0, то выполняются следующие равенства:

u∗(t) = v∗(t) + λ1(t, x
∗
0, x

∗
1) +N1(t)z(t1, v∗) = P (t)y∗(t), t ∈ I, (32)

w∗(t) = L(t)y∗(t), x
∗
0 ∈ S0, x

∗
1 ∈ S1, (33)

где y∗(t) = z(t, v∗)+λ2(t, x
∗
0, x

∗
1)+N2(t)z(t1, v∗), t ∈ I. Так как w∗(t) ∈W , то выполняется

неравенство

ω(t) = w∗(t) = L(t)y∗(t) ≤ ϕ(t), t ∈ I. (34)

Отсюда следует, что y∗(t) ∈ G(t), t ∈ I, где y∗(t), t ∈ I — решение дифференциального
уравнения

ẏ∗(t) = A(t)y∗(t) +B(t)P (t)y∗(t) + µ(t), t ∈ I, y∗(t0) = x∗0, y∗(t1) = x∗1, (35)

Функция z(t, v∗), t ∈ I — решение дифференциального уравнения

ż(t, v∗) = A(t)z(t, v∗) +B(t)v∗(t), z(t0, v∗) = 0, v∗(·) ∈ L2(I, R
m). (36)

Из (32)–(36) следует, что выполнены все условия леммы 1. Следовательно, y∗(t) =
= x∗(t) = x∗(t, t0, x

∗
0, x

∗
1), t ∈ I, где x∗(t), t ∈ I — решение исходной задачи (1)–(3). Лемма

доказана.
Переход от исходной задачи (1)–(3) к задаче оптимального управления (28)–(31)

называется принципом погружения.

3.3 Построение решения краевой задачи с фазовыми ограничениями

Рассмотрим решение задачи 2, путем построения минимизирующих
последовательностей для оптимизационной задачи (28)–(31).
Заметим что:

u(t) = v(t) + λ1(t, x0, x1) +N1(t)z(t1, v) =

= v(t) + T1(t)x0 + T2(t)x1 + µ1(t) +N1(t)z(t1, v), t ∈ I, (37)

где
T1(t) = −B∗(t)Φ∗(t0, t)W

−1(t0, t1), T2(t) = B∗(t)Φ∗(t0, t)W
−1(t0, t1)Φ(t0, t1),

µ1(t) = −B∗(t)Φ∗(t0, t)W
−1(t0, t1)

t1
∫

t0

Φ(t0, t)µ(t)dt;

y(t) = z(t, v) + λ2(t, x0, x1) +N2(t)z(t1, v) =
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= z(t, v) + C1(t)x0 + C2(t)x1 + µ2(t) +N2(t)z(t1, v), t ∈ I, (38)

где

C1 (t) = Φ (t, t0)W (t, t1)W
−1 (t0, t1) , C2 (t) = Φ (t, t0)W (t0, t)W

−1 (t0, t1) Φ (t0, t1) ,

µ2 (t) =

t
∫

t0

Φ (t, τ)µ (τ) dτ − Φ (t, t0)W (t0, t)W
−1 (t0, t1)

t1
∫

t0

Φ (t0, t)µ (t) dt.

Введем следующие обозначения:

F (q (t) , t) = |u (t) − P (t) y (t)|2 + |w (t) − L (t) y (t)|2 , (39)

∆1 (q, t) = u (t) − P (t) y (t) ,∆2 (q, t) = w (t) − L (t) y (t) ,

q (t) = (υ (t) , x0, x1, w (t) , z (t, υ) , z (t1, υ)) = (θ (t) , z (t, υ) , z (t1, υ)) , θ (t) = (υ (t) , x0, x1, w (t)) .

Теперь оптимизационная задача (28) – (31) запишется в виде

J (θ) =

t1
∫

t0

F (q (t) , t) dt→ inf, θ ∈ X ⊂ H

где z (t, υ), t ∈ I - решение дифференциального уравнения (29).

Лемма 3 Пусть матрица W (t0, t1) > 0. Тогда частные производные

Fυ (q, t) = 2∆1 (q, t) , Fw (q, t) = 2∆2 (q, t) ,

Fx0
(q, t) = [2T ∗

1 (t) − 2C∗
1 (t)P ∗ (t)]∆1 (q, t) − 2C∗

1 (t)P ∗ (t)L∗ (t) ∆2 (q, t) ,

Fx1
(q, t) = [2T ∗

2 (t) − 2C∗
2 (t)P ∗ (t)]∆1 (q, t) − 2C∗

2 (t)P ∗ (t)L∗ (t) ∆2 (q, t) ,

Fz (q, t) = −2P ∗ (t) ∆1 (q, t) − 2P ∗ (t)L∗ (t) ∆2 (q, t) ,

Fz(t1) (q, t) = [2N∗
1 (t) − 2N∗

2 (t)P ∗ (t)] ∆1 (q, t) − 2N∗
2 (t)P ∗ (t)L∗ (t) ∆2 (q, t) . (40)

Доказательство леммы непосредственно следует из (37) -(39).

Лемма 4 Пусть матрица W (t0, t1) > 0, множества S0, S1-выпуклые. Тогда:
1) функционал (28) при условиях (29) -(31) является выпуклым;
2) производная Fq (q, t) =

(

Fυ, Fx0
, Fx1

, Fω, Fz, Fz(t1)

)

удовлетворяет условию
Липшица

‖Fq (q + ∆q, t) − Fq (q, t)‖ ≤ K |∆q| , ∀q, q + ∆q ∈ RN ,

где K = const > 0, ∆q = (∆υ,∆x0,∆x1,∆w,∆z,∆z (t1)), N = m+ 4n+ s.

Доказательство следует из (40), где все частные производные являются линейной
функцией от q ∈ RN , функция F (q, t) = q∗E (t)E∗ (t) q + 2q∗E∗ (t) Λ1 (t) + Λ∗

1 (t) Λ (t),
где E (t)– матрица порядка N × N , Λ1 (t), t ∈ I– вектор функция N × 1, Fq,q (q, t) =
2E (t)E∗ (t) ≥ 0, t ∈ I.
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Теорема 6 Пусть матрица W (t0, t1) > 0. Тогда функционал (28) при условиях (29)
-(31) непрерывно дифференцируем по Фреше, градиент

J
′

(υ, x0, x1, w) = J
′

(θ) =
(

J
′

υ (θ) , J
′

x0
(θ) , J

′

x1
(θ) , J

′

w (θ)
)

∈ H,

в любой точке θ ∈ X ⊂ H вычисляется по формуле

J
′

υ (θ) = Fυ (q (t) , t) − B∗ (t)ψ (t) ∈ L2 (I, Rm) ,

J
′

x0
(θ) =

t1
∫

t0

Fx0
(q (t) , t) dt ∈ Rn, J

′

x1
(θ) =

t1
∫

t0

Fx1
(q (t) , t) dt ∈ Rn,

J
′

ω (θ) = Fω (q (t) , t) ∈ L2 (I, Rs) , (41)

где частные производные определяются по формуле (40), функция z (t) = z (t, υ),
t ∈ I – решение дифференциального уравнения (29), а функция ψ(t), t ∈ I – решение
сопряженной системы

ψ̇ = Fz (q (t) , t) − A∗ (t)ψ, ψ (t1) = −

t1
∫

t0

Fz(t1) (q (t) , t) dt. (42)

Кроме того, градиент J
′

(θ), θ ∈ X удовлетворяет условию Липшица

∥

∥

∥
J

′

(θ1) − J
′

(θ2)
∥

∥

∥
≤ K1 ‖θ1 − θ2‖ , ∀θ1, θ2 ∈ X, (43)

где K = const > 0 – постоянная Липшица.

Доказательство аналогичной теоремы имеется в [4].
Используя утверждение теоремы 6, на основе формулы (41) – (43) строим следующие

последовательности

υn+1 = υn − αnJ
′

υ (θn) , x0n+1 = PS0

[

x0n − αnJ
′

x0
(θn)

]

,

x1n+1 = PS1

[

x1n − αnJ
′

x1
(θn)

]

, wn+1 = PW

[

wn − αnJ
′

w (θn)
]

, (44)

0 < ε0 ≤ αn ≤ 2
K1+2ε1

, ε1 > 0, в частности, при ε1 = K1/2. αn = 1/K1 = const > 0,
K1 > 0 – постоянная Липшица из (43), θn = (υn, x0n, x1n, wn) ∈ X, S0, S1, W – выпуклые
замкнутые множества, PS [·] – проекция точки на множестве S.

Теорема 7 Пусть матрица W (t0, t1) > 0, множества S0, S1, W – выпуклые
замкнутые, последовательность {θn} ⊂ X определяется по формуле (44).
Тогда:

1) числовая последовательность {J (θn)} строго убывает;
2) ‖θn − θn+1‖ → 0 при n→ ∞;

Если, кроме того, множество M (θ0) = {θ ∈ X/J (θ) ≤ J (θ0)} ограничено, то:



Разрешимость и построение решения . . . 15

3) последовательность {θn} ⊂ X является минимизирующей, lim
n→∞

J (θn) = J∗ =

inf
θ∈X

J (θ);

4) множество X∗ =

{

θ∗ ∈ X|J (θ∗) = min
θ∈X

J (θ) = J∗

}

6= φ, φ– пустое множество;

5) последовательность {θn} ⊂ X слабо сходится к множеству X∗, υn
cf
−→ υ∗x0n →

x∗0, x1n → x∗1, wn
cf
−→ w∗ при n→ ∞, θ∗ = (υ∗, x

∗
0, x

∗
1, w∗) ∈ X∗;

6) справедлива оценка скорости сходимости 0 ≤ J (θn) − J∗ ≤ c
n
n = 1, 2, ...,C =

const > 0;
7) краевая задача (1) – (3) имеет решение тогда и только тогда, когда значение

J (θ∗) = 0 при этом x∗ (t) = y∗ (t) = z (t, υ∗)+λ2 (t1, x
∗
0, x

∗
1)+N2 (t) z (t1, υ∗), x∗ (t) ∈ G (t),

t ∈ I, w∗ (t) = L (t)x∗ (t), t ∈ I.

Доказательство аналогичной теоремы можно найти в [5].

4 Заключение

Предлагается новый метод решения краевых задач линейных обыкновенных
дифференциальных уравнений с фазовыми ограничениями имеющий многочисленные
приложения в теории динамических систем.

Научной новизной полученных результатов является:
формализация общей задачи динамических систем и приведение ее к краевым

задачам обыкновенных дифференциальных уравнений с фазовыми ограничениями;
найден новый критерий существования решения краевых задач в виде принципа

погружения на основе теоремы существования и построение решения интегрального
уравнения;

создан новый метод решения краевых задач линейных обыкновенных
дифференциальных уравнений путем построения минимизирующих
последовательностей для специальной начальной задачи оптимального управления;
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