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АСИМПТОТИЧЕСКИЕ ОЦЕНКИ РЕШЕНИЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ
СИНГУЛЯРНО ВОЗМУЩЕННЫХ ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ

УРАВНЕНИЙ

Математическими моделями многих процессов в физике, астрофизике, химии, биологии,
механики и технике часто служат дифференциальные и интегро-дифференциальные
уравнения, содержащие малые параметры при старших производных. Такие уравнения в
настоящее время принято называть сингулярно возмущенными. В статье рассматривается
двухточечная краевая задача для линейного интегро-дифференциального уравнения
третьего порядка с малым параметром при двух старших производных при условии,
когда корни «дополнительного характеристического уравнения» отрицательны и краевые
условия содержат члены с малыми возмущениями. Целью исследования является получение
асимптотических оценок решения и выяснение асимптотического поведения решений
в окрестности точек, в которых заданы дополнительные условия, теряющиеся при
вырождении. В работе построены граничные функции краевой задачи для сингулярно
возмущенного однородного дифференциального уравнения, получены их асимптотические
оценки. С помощью граничных функции и функций Коши получена аналитическая
формула решений краевой задачи. Доказана теорема об асимптотической оценке
решения рассматриваемой краевой задачи. Установлены асимптотическое по малому
параметру поведение решения и порядок роста его производных. Показано, что
решение рассматриваемой краевой задачи на левом конце данного отрезка обладает
явлением начального скачка первого порядка. Показаны отличительные особенности
в асимптотических свойствах решений данной краевой задачи по сравнению с
аналогичными работами в области сингулярно возмущенных дифференциальных и интегро-
дифференциальных уравнений, обладающих начальными скачками. Полученные результаты
позволяют построить равномерное асимптотическое разложение решений краевых задач для
сингулярно возмущенных интегро-дифференциальных уравнений с любой степенью точности
по малому параметру.
Ключевые слова: Сингулярное возмущение, малый параметр, начальный скачок,
асимптотические оценки.
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Cингулярлы ауытқыған интегралды-дифференциалдық теңдеулерге арналған шеттiк

есеп шешiмiнiң асимптотикалық бағалауы

Үлкен туындыларының алдында кiшi параметрлерi бар дифференциалдық және
интегралды-дифференциалдық теңдеулер физика, астрофизика, химия, биология, механика
және техникадағы көптеген үрдiстердiң математикалық модельдерi болып табылады. Қазiргi
уақытта мұндай теңдеулердi сингулярлы ауытқыған деп атау қабылданған. Мақалада
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«қосымша сипаттауыш теңдеуiнiң» түберлерi терiс, ал шекаралық шарттарында кiшi
ауытқымалы мүшелерi бар ең үлкен екi туындыларының алдында кiшi параметрлерi
бар үшiншi реттi сызықты интегралды-дифференциалдық теңдеу үшiн екi нүктелi
шеттiк есеп қарастырылады. Зерттеудiң мақсаты шешiмнiң асимптотиқалық бағалауын
алу және тозғындалған кезде түсiп қалатын қосымша шарттар берiлген нүктелердiң
маңайында шешiмнiң асимптотикалық сипатын анықтау болып табылады. Жұмыс
барысында сингулярлы ауытқыған бiртектi дифференциалдық теңдеу үшiн қойылған
шеттiк есептiң шекаралық функциялары құрылды және олардың асимптотикалық бағалауы
алынды. Шекаралық функциялардың және Коши функциясының көмегiмен шеттiк есеп
шешiмнiң аналитикалық формуласы алынды. Қарастырылып отырған шеттiк есеп шешiмiнiң
асимптотикалық бағалауы туралы теорема дәлендендi. Кiшi параметр бойынша шешiмнiң
асимптотикалық сипаты және туындыларының өсу ретi анықталды. Қарастырылып отырған
шеттiк есеп шешiмiнiң берiлген аралықтың сол жақ шетiнде бiрiншi реттi бастапқы
секiрiсiнiң бар екенi көрсетiлдi. Бастапқы секiрiстi дифференциалдық және интегралды-
дифференциалдық теңдеулер саласындағы басқа ұқсас жұмыстармен салыстырғанда
берiлген шеттiк есеп шешiмiнiң асимптотикалық қасиеттерiндегi ерекшелiктер көрсетiлдi.
Алынған нәтижелер сингулярлы ауытқыған интегралды-дифференциалдық теңдеулерге
арналған шеттiк есептер шешiмiнiң кiшi параметрдiң кез-келген дәрежесi бойынша дәлдiкпен
бiрқалыпты асимптотикалық жiктелуiн құруға мүмкiндiк бередi.
Түйiн сөздер: сингулярлы ауытқу, кiшi параметр, бастапқы секiрiс, асимптотикалық
бағалау.
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Asymptotic estimates of the solution of the boundary value problem for singularly perturbed

integro-differential equations

The mathematical models of many processes in physics, astrophysics, chemistry, biology, mechan-
ics and technology are differential and integro-differential equations containing small parameters
at the highest derivatives. Such equations currently are called singularly perturbed equations. The
paper considers a two-point boundary value problem for a third-order linear integro-differential
equation with a small parameter at the two highest derivatives, when the roots of the «addi-
tional characteristic equation» are negative and the boundary conditions contain terms with small
perturbations. The aim of the study is to obtain asymptotic estimates of the solution and to obtain
the asymptotic behavior of the solution in a neighborhood of points where additional conditions
are given that are lost during degeneracy. The boundary functions of the boundary value problem
for a singularly perturbed homogeneous differential equation are constructed, and their asymptotic
estimates are obtained. Using boundary functions and Cauchy function an analytical formula for
the solutions of the boundary value problem is obtained. A theorem on the asymptotic estimate of
the solution of the considered boundary value problem is proved. The asymptotic behavior of the
solution and the growth order of its derivatives with respect to a small parameter are established.
It is shown that the solution of the boundary value problem at the left point of given segment has
the phenomenon of an initial first-order jump. Distinctive features in the asymptotic properties of
the solutions of this boundary-value problem are shown in comparison with similar works in the
field of singularly perturbed differential and integro-differential equations with initial jumps. The
obtained results make it possible to construct a uniform asymptotic expansion of the solutions of
boundary value problems for singularly perturbed integro-differential equations with any degree
of accuracy with respect to a small parameter.
Key words: singular perturbation, small parameter, initial jump, asymptotic estimates.
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1 Введение

Впервые начальные задачи с неограниченными начальными данными при стремлении
малого параметра к нулю изучены в работах М.И. Вишика, Л.А. Люстерника [1] и
К.А. Касымова [2]. Особенностью этих задач является то, что решение сингулярно
возмущенной начальной задачи при стремлении малого параметра к нулю стремится
к решению вырожденного уравнения, но уже с измененным начальным условием.
В таком случае говорят, что имеет место явление начального скачка. Наиболее
общие случаи задач Коши с начальными скачками для сингулярно возмущенных
нелинейных систем обыкновенных и интегро-дифференциальных уравнений, а также
для систем и уравнений в частных производных гиперболического типа изучены
К.А.Касымовым и были продолжены его учениками. Краевые задачи для обыкновенных
дифференциальных и интегро-дифференциальных уравнений с малым параметром
при старших производных, обладающие явлениями начальных скачков рассмотрены
в [3, 4]. В настоящей работе рассматривается линейное интегро-дифференциальное
уравнение третьего порядка с малым параметром при двух старших производных с
краевыми условиями, содержащими члены с малыми возмущениями в случае, когда
корни так называемого «дополнительного характеристического уравнения» имеют
отрицательные знаки. Асимптотическое поведение решения таких краевых задач не
исследовались. Работа посвящена установлению асимптотических свойств решения по
малому параметру. Сингулярно возмущенные уравнения имеют большую прикладную
значимость. Они выступают в качестве математических моделей при исследовании
разнообразных процессов в физике, химии, биологии и технике и т.д. Тем самым
исследование таких задач является актуальным.

2 Обзор литературы

Асимптотические и численные методы приближения к решениям сингулярно
возмущенных дифференциальных уравнений в настоящее время активно исследуются
как, отечественными, так и зарубежными авторами (См., например, [5–20]). Следует
отметить, что в этих и в других работах по сингулярно возмущенным уравнениям
авторы исследуют такие краевые задачи, которые не обладают явлениями начальных
скачков. В отличие от указанных работ нами исследуются краевые задачи с начальными
скачками для сингулярно возмущенных интегро-дифференциальных уравнений. В
данной работе изучено асимптотическое поведение решений сингулярно возмущенной
краевой задачи в точке начального скачка и получены асимптотические оценки
решения.

3 Материал и методы

Рассмотрим сингулярно возмущенное интегро-дифференциальное уравнение

Lεy(t, ε) ≡ ε2y′′′ + εA(t)y′′ + B(t)y′ + C(t)y = F (t) +

1
∫

0

1
∑

i=0

Hi(t, x)y(i)(x, ε)dx, (1)
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со следующими краевыми условиями

hiy(t, ε) ≡ αiy(0, ε) + βiy
′(0, ε) + δiεy

′′(0, ε) = ai, i = 1, 2,

h3y(t, ε) ≡ α3y(1, ε) + β3εy
′(1, ε) + δ3ε

2y′′(1, ε) = b.
(2)

где ε > 0 – малый параметр, αi, βi, δi, i = 1, 3, a1, a2, b – известные постоянные.
Пусть выполнены следующие условия:
I. A(t), B(t), C(t) ∈ C2[0, 1], F (t) ∈ C[0, 1],

Hi(t, x) ∈ C(D), i = 0, 1, D = {0 ≤ t ≤ 1, 0 ≤ x ≤ 1}.
II. Пусть корни уравнения µ2 + A(t)µ + B(t) = 0 удовлетворяют условиям µ1 6= µ2,

µi ≤ −γ < 0, i = 1, 2.

III. α3 6= 0, ∆0 =

∣

∣

∣

∣

β1 δ1

β2 δ2

∣

∣

∣

∣

6= 0.

IV. Число λ = 1 не является собственным значением ядра H(t, s, ε) (см. (12))
Рассмотрим однородное уравнение

Lεy(t, ε) ≡ ε2y′′′ + εA(t)y′′ + B(t)y′ + C(t)y = 0. (3)

Если выполнены условия (I), (II), то для фундаментальной системы решений
уравнения (3) имеет место следующее асимптотическое при ε → 0 представление [21]:



















y
(j)
i (t, ε) =

1

εj
e

1

ε

t
∫

0

µi(x)dx

(µj
i (t)yi0(t) + O(ε), i = 1, 2,

y
(j)
3 (t, ε) = y

(j)
30 (t) + O(ε).

j = 0, 2. (4)

Пусть функция K(t, s, ε), 0 ≤ s ≤ t ≤ 1 является решением задачи:

LεK(t, s, ε) = 0, K(j)(s, s, ε) = δ2,j j = 0, 2, (5)

где δij – символ Кронекера. Функция K(t, s, ε) называется функцией Коши, и для нее
справедливы следующие оценки [21]:

∣

∣K(j)(t, s, ε)
∣

∣ ≤ Cε2 + Cε2−je−γ t−s

ε , j = 0, 2. (6)

Пусть функции Φi(t, ε), i = 1, 3 являются решениями задачи:

{

LεΦi(t, ε) = 0, i = 1, 3.

hkΦi(t, ε) = δki, k = 1, 3
. (7)

Функции Φi(t, ε), i = 1, 3 называются граничными функциями, и они определяются по
следующей формуле [21]:

Φi(t, ε) =
∆i(t, ε)

∆(ε)
, i = 1, 3, (8)
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где

∆(ε) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

h1y1(t, ε) h1y2(t, ε) h1y3(t, ε)

h2y1(t, ε) h2y2(t, ε) h2y3(t, ε)

h3y1(t, ε) h3y2(t, ε) h3y3(t, ε)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

а ∆i(t, ε) – определители, получаемые из ∆(ε) заменой его i-ой строки фундаментальной
системой решений уравнения (3).

Для граничных функции Φi(t, ε), i = 1, 3 из (8) с учетом (2), (4) получаем
асимптотическое при ε → 0 представление:

Φ
(j)
1 (t, ε) =

1

εj−1
e

1

ε

t
∫

0

µ1(x)dx

(∆21µ
j
1(t)y10(t) + O(ε))−

−
1

εj−1
e

1

ε

t
∫

0

µ2(x)dx

(∆22µ
j
2(t)y20(t) + O(ε)), j = 0, 2,

Φ
(j)
2 (t, ε) = −

1

εj−1
e

1

ε

t
∫

0

µ1(x)dx

(∆11µ
j
1(t)y10(t) + O(ε))+

+
1

εj−1
e

1

ε

t
∫

0

µ2(x)dx

(∆12µ
j
2(t)y20(t) + O(ε)), j = 0, 2.

Φ
(j)
3 (t, ε) =

y
(j)
30 (t)

α3y30(1)
+

1

εj−1
e

1

ε

t
∫

0

µ1(x)dx

(∆31µ
j
1(t)y10(t) + O(ε))−

−
1

εj−1
e

1

ε

t
∫

0

µ2(x)dx

(∆32µ
j
2(t)y20(t) + O(ε)) j = 0, 2.

где

∆i1 =
βi + δiµ2(0)

µ1(0)(µ2(0) − µ1(0))∆0
, ∆i2 =

βi + δiµ1(0)

µ2(0)(µ2(0) − µ1(0))∆0
, i = 1, 2,

∆31 =

∣

∣

∣

∣

β1 + δ1µ2(0) α1 + β1y
′
30(0)

β2 + δ2µ2(0) α2 + β2y
′
30(0)

∣

∣

∣

∣

α3µ1(0)(µ2(0) − µ1(0))∆0y30(1)
, ∆32 =

∣

∣

∣

∣

β1 + δ1µ1(0) α1 + β1y
′
30(0)

β2 + δ2µ1(0) α2 + β2y
′
30(0)

∣

∣

∣

∣

α3µ2(0)(µ2(0) − µ1(0))∆0y30(1)
.

Для функции Φi(t, ε), i = 1, 3 справедливы оценки:

∣

∣

∣
Φ

(j)
i (t, ε)

∣

∣

∣
≤

C

εj−1
e−γ t

ε , i = 1, 2,
∣

∣

∣
Φ

(j)
3 (t, ε)

∣

∣

∣
≤ C +

C

εj−1
e−γ t

ε , j = 0, 2. (9)

Решение задачи (1), (2) ищем в виде:

y(t, ε) = C1Φ1(t, ε) + C2Φ2(t, ε) + C3Φ3(t, ε) +
1

ε2

t
∫

0

K(t, s, ε)z(s, ε)ds, (10)
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где Φi(t, ε), i = 1, 3 – граничные функции, Ci, i = 1, 3 – неизвестные постоянные,
z(t, ε) – неизвестная функция, определяемая из следующего интегрального уравнения
Фредгольма

z(t, ε) = f(t, ε) +

1
∫

0

H(t, s, ε)z(s, ε)ds. (11)

Здесь

f(t, ε) = F (t) +

1
∫

0

1
∑

i=0

Hi(t, x)
(

C1Φ
(i)
1 (x, ε) + C2Φ

(i)
2 (x, ε) + C3Φ

(i)
3 (x, ε)

)

dx,

H(t, s, ε) =
1

ε2

1
∫

s

1
∑

i=0

Hi(t, x)K(i)(x, s, ε)dx. (12)

Решая уравнение (11) с помощью резольвенты с учетом условия (IV) и подставляя в
(10), получаем решение задачи (1), (2) в виде

y(t, ε) =

3
∑

i=0

CiQi(t, ε) + P (t, ε), (13)

где

Qi(t, ε) = Φi(t, ε) +
1

ε2

1
∫

0

K(t, s, ε)ϕi(s, ε)ds, i = 1, 3,

P (t, ε) =
1

ε2

1
∫

0

K(t, s, ε)F (s, ε)ds,

ϕi(t, ε) =

1
∫

0

1
∑

j=0

Hj(t, x, ε)Φ
(j)
i (x, ε)dx, i = 1, 3,

(14)

а для Hj(t, x, ε), F (t, ε) справедливы асимптотические представления:

Hj(t, x, ε) = Hj(t, x) +

1
∫

0

R(t, s, ε)Hj(s, x)ds ≡ Hj(t, x) + O(ε),

F (t, ε) = F (t) +

1
∫

0

R(t, s, ε)F (s)ds ≡ F (t) + O(ε).

(15)

Для резольвенты имеет место при малых ε представление

R(t, s, ε) = R(t, s) + (ε).
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Для определения неизвестных постоянных Ci, i = 1, 3 из (13) с учетом краевых условий
(2) получаем систему алгебраических уравнений:











C1h1Q1(t, ε) + C2h1Q2(t, ε) + C3h1Q3(t, ε) = a1 − h1P (t, ε),

C1h2Q1(t, ε) + C2h2Q2(t, ε) + C3h2Q3(t, ε) = a2 − h2P (t, ε),

C1h3Q1(t, ε) + C2h3Q2(t, ε) + C3h3Q3(t, ε) = b − h3P (t, ε).

(16)

Из (16) с учетом формул (14), (15) и краевых условий (2), находим неизвестные Ci,
i = 1, 3 :

C1 = a1, C2 = a2, C3 =
1

ω



b − α3

1
∫

0

y30(1)F (s)

µ1(s)µ2(s)y30(s)
ds



 + O(ε), (17)

где

ω = 1 +

1
∫

0

ϕ(s)ds

µ1(s)µ2(s)y30(s)
, ϕ(s) =

1
∫

0

1
∑

i=0

H i(s, x)y
(i)
30 (x)dx,

Тем самым, решение краевой задачи (1), (2) имеет вид (13), где Qi(t, ε), P (t, ε)
выражаются формулой (14), а Ci, i = 1, 3 имеет вид (17).

Теорема 1 Пусть выполнены условия (I) – (IV). Тогда для решения краевой задачи
(1), (2) справедливы следующие асимптотические при ε → 0 оценки:

∣

∣y(j)(t, ε)
∣

∣ ≤ C

(

ε|a1| + ε|a2| + |b| + max
0≤t≤1

|F (t)|

)

+

+
C

εj−1

(

|a1| + |a2| + |b| + max
0≤t≤1

|F (t)|

)

e−γ t

ε , j = 0, 2. (18)

для C > 0, γ > 0 – некоторые постоянные, не зависящие от ε.

Доказательство. Для функции Qi(t, ε), P (t, ε) из (14), (15) c учетом (6), (9) получаем
оценки:

∣

∣

∣
Q

(j)
i (t, ε)

∣

∣

∣
≤ Cε +

C

εj−1
e−γ t

ε , i = 1, 2, j = 0, 2,
∣

∣

∣
Q

(j)
3 (t, ε)

∣

∣

∣
≤ C +

C

εj−1
e−γ t

ε , j = 0, 2,

∣

∣P (j)(t, ε)
∣

∣ ≤

(

C +
C

εj−1
e−γ t

ε

)

max
0≤t≤1

|F (t)|, j = 0, 2.

(19)

Тогда из формулы (13) с помощью (17) и оценок (19) получаем требуемые оценки
(18).

Из теоремы следует, что

y(j)(0, ε) = O(1), j = 0, 1; y′′(0, ε) = O

(

1

ε

)

, ε → 0.

Это означает, что решение исходной краевой задачи в точке t = 0 обладает явлением
начального скачка первого порядка.
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4 Результаты и обсуждение

Ранее аналогичные краевые задачи, но без малых возмущений в краевых условиях,
были рассмотрены в [22] для сингулярно возмущенных дифференциальных уравнений
и в [23] - для сингулярно возмущенных интегро-дифференциальных уравнений. В этих
работах были выявлены идентичные асимптотические свойства решений: имело место
явление начального скачка нулевого порядка второй степени. Однако, вырожденная
задача, к решению которой стремится решение исходной сингулярно возмущенной
краевой задачи, в случае интегро-дифференциального уравнения, в отличие от
дифференциального случая, содержала дополнительный член, называемый начальным
скачком интегрального члена. Тогда может создаться впечатление, что в интегро-
дифференциальных уравнениях в силу наличия интегральных членов всегда появляется
начальный скачок интегрального члена. Наша работа показывает, что это не всегда так.
По сравнению с работой [23] в нашем случае явление начального скачка решения также
имеется, но наблюдается явление начального скачка первого порядка, т.е. начальный
скачок имеет не само решение, а его первая производная, что является первым отличием
от вышеуказанной работы. Во-вторых, начальный скачок интегрального члена в нашем
случае отсутствует. Тем самым, построение вырожденной задачи, которая является
предельной для исходной возмущенной интегро-дифференциальной задачи, достаточно
упрощается.

5 Заключение

В работе исследована краевая задача для линейных интегро-дифференциальных
уравнений третьего порядка с малым параметром при двух старших производных
при условии, когда корни «дополнительного характеристического уравнения»
отрицательны. Получены аналитическая формула и асимптотические оценки решения
рассматриваемой краевой задачи. Установлено асимптотическое поведение решений
краевой задачи в окрестности граничных точек. Оказалось, что при ε → 0 все
компоненты решения в точке t = 1 являются ограниченными, а в левой точке
t = 0 вторая производная становится бесконечно большой порядка O(1/ε). Это
означает, что в точке t = 0 имеет место явление начального скачка первого
порядка. Полученные в работе результаты позволяют сделать следующий вывод:
в сингулярно возмущенных интегро-дифференциальных задачах не всегда имеет
место явления начальных скачков интегралов. Это зависит от порядка начального
скачка решения или его производных, порядка производных, входящих под знаком
интеграла, а также связано с видом дополнительных условий, которыми определено
решение исходной возмущенной задачи. Полученные результаты позволяют определить
вырожденную задачу, к решению которой стремится решение исходной сингулярно
возмущенной задачи, а также построить равномерное асимптотическое разложение
решений сингулярно возмущенных интегро-дифференциальных уравнений с любой
степенью точности по малому параметру.
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