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Ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññà îòðûâà òå÷åíèÿ çà îáðàòíûì óñòóïîì â êàíàëå

Â ðàáîòå ïðèâîäÿòñÿ ÷èñëåííûå ðåøåíèÿ äâóìåðíîãî ëàìèíàðíîãî òå÷åíèÿ çà îáðàòíûì óñòó-
ïîì â êàíàëå äëÿ ÷èñåë Ðåéíîëüäñà íå ïðåâûøàþùèõ 400. Äëÿ ðåøåíèÿ äâóìåðíûõ íåñæè-
ìàåìûõ óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà, îïèñûâàþùèå òå÷åíèå çà îáðàòíûì óñòóïîì, ïðèìåíÿåòñÿ
k-e ìîäåëü òóðáóëåíòíîñòè íà îñíîâå RANS è ðåøàåòñÿ äàííàÿ ìîäåëü ÷èñëåííûì ìåòîäîì
"ìàðêåðîâ è ÿ÷ååê êîòîðûé èñïîëüçóåò ðàçíåñåííóþ ñåòêó. Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå Ïóàññî-
íà, óäîâëåòâîðÿþùåå äèñêðåòíîìó óðàâíåíèþ íåðàçðûâíîñòè, ðåøàåòñÿ íà êàæäîì øàãå ïî
âðåìåíè èòåðàöèîííûì ìåòîäîì Ãàóññ-Çåéäåëÿ. Ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ äëÿ äâèæåíèÿ, êèíå-
òè÷åñêîé ýíåðãèè òóðáóëåíòíîñòè è åå äèññèïàöèè ðåøàþòñÿ ïðîñòûì ÿâíûì ìåòîäîì. Ýòî
ïðåäïîëàãàåò, ÷òî äàâëåíèå, êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ òóðáóëåíòíîñòè è ñêîðîñòü åå äèññèïàöèè
îïðåäåëÿåòñÿ íà ïåðåñå÷åíèè ñåòêè, à êîìïîíåíòû ñêîðîñòè íà ãðàíèöàõ. Äëÿ àäåêâàòíîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ òå÷åíèÿ çà îáðàòíûì óñòóïîì ñ ïîìîùüþ k-e ìîäåëü òóðáóëåíòíîñòè ïðè-
ìåíÿòñÿ ïðèñòåíî÷íûå ôóíêöèè. Ïîëó÷åííûå ÷èñëåííûå ðåøåíèÿ ëàìèíàðíîãî òå÷åíèÿ çà
îáðàòíûì óñòóïîì ñðàâíèâàþòñÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè è ÷èñëåííûìè ðåçóëüòàòàìè, ïðèâå-
äåííûå â ñïèñêå ëèòåðàòóðû. Öåëüþ ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðèòü çíàíèÿ î
òå÷åíèè çà îáðàòíûì óñòóïîì äëÿ óãëóáëåíèÿ çíàíèÿ î âíóòðåííåì òå÷åíèè.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: îáðàòíûé óñòóï, k-e ìîäåëü òóðáóëåíòíîñòè, RANS, êàíàë, ìåòîä "ìàð-
êåðîâ è ÿ÷ååê ðàçäåëåíèå è âîññîåäèíåíèå ïîòîêîâ, îòðûâíîå òå÷åíèå.

A. Issakhov, Y. Khan, N. Temirbekuli
Modeling separated �ow structure over a backward-facing step

Numerical solutions of 2-D laminar channel �ow over a backward-facing step at Reynolds
number up to 400 are presented in this work. The governing 2-D incompressible Navier-Stokes
equations that describe �ow over a backward-facing step are solved with the k-e turbulence
model and numerical method MAC, which uses staggered grids. Poisson equation that satis�es
the discrete continuity equation is solved at each time step by iterative Gauss-Seidel method.
Di�erence equations for the motion, turbulent kinetic energy and its dissipation solved by a simple
explicit method. This implies that the pressure, turbulent kinetic energy and dissipation rate is
determined at the intersection of the grid, and the velocity components at the boundaries. For an
adequate simulation �ow over backward-facing step by k-e turbulence model applied wall functions.
Present numerical solutions of the laminar �ow over a backward-facing step are compared with
experimental and numerical results found in literature. The objective of the numerical investigation
is to add to the existing knowledge of the backward-facing step �ow to deepen our understanding
of the internal �ow.
Key words: backward-facing step, channel, k-e turbulence model, RANS, MAC method, �ow
separation and reattachment, separated �ow.
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À.À. Èñàõîâ, Å.Ð. Õàí, Í. Òåìiðáåê´ëû
Êàíàëäà¡û êåði êåðòïåøòi à¡ûñûíû á°ëiãií ìîäåëäåó ³ðäiñi

Æ´ìûñòà 400 äåí àñïàéòûí Ðåéíîëüäñ ñàíû ³øií êåði êåðòïåø êàíàëäà¡û åêi °ëøåìäi ëà-
ìèíàðëû à¡ûñòû ñàíäû© øåøiìi êåëòiðiëãåí. Êåði êåðòïåøòi ñèïàòòàéòûí ñû¡ûëìàéòûí åêi
°ëøåìäi Íàâüå-Ñòîêñ òåäåóií øåøó ³øií, RANS íåãiçiíäå òóðáóëåíòòiëiêòi k-e ìîäåëi ©îë-
äàíûëàäû æºíå àòàë¡àí ìîäåëü "ìàðêåð æºíå ´ÿøû©"ñàíäû© ºäiñiìåí øåøiëåäi. �çiëiññiç
äèñêðåòòi òåäåóäi ©àíà¡àòòàíäûðàòûí àëûí¡àí Ïóàññîí òåäåói óà©ûò áîéûíøà ºð ©àäàì-
äà Ãàóññ-Çåéäåëü èòåðàöèÿëû© ºäiñiìåí øû¡àðûëàäû. �îç¡àëûñòû, êèíåòèêàëû© ýíåðãèÿ-
ñûíû òóðáóëåíòòiëiãi ìåí äèññèïàöèÿñû ³øií àéûðûìäûëû© òåäåóëåð ©àðàïàéûì àé©ûí
ºäiñïåí øû¡àðûëàäû. Á´äàí ©ûñûì, êèíåòèêàëû© ýíåðãèÿíû òóðáóëåíòòiëiãi ìåí äèññè-
ïàöèÿñûíû æûëäàìäû¡û òîðäû© ©èûëûñàòûí æåðiíäå àíû©òûëàòûíûí, àë æûëäàìäû©
êîìïîíåíòòåði øåêàðàäà àíû©òàëàòûíäû¡ûí áîëæàó¡à áîëàäû. Òóðáóëåíòòiëiêòi k-e ìîäåëi
ê°ìåãiìåí êåði êåðòïåøòi à¡ûñòû íà©òû ìîäåëäåó ³øií ©àáûð¡à ôóíêöèÿëàðû ©îëäàíûëà-
äû. Êåði êåðòïåøòi ëàìèíàðëû à¡ûñ ³øií àëûí¡àí ñàíäû© øåøiìäåð ºäåáèåòòåð òiçiìiíäåãi
ýêñïåðèìåíòàëäû æºíå ñàíäû© íºòèæåëåðìåí ñàëûñòûðûëàäû. Ñàíäû© çåðòòåóäi ìà©ñàòû
iøêi à¡ûñòàð òóðàëû áiëiìäi òåðåäåòóäå êåði êåðòïåøòi à¡ûñû òóðàëû áiëiìäi ê°åéòó áîëûï
òàáûëàäû.
Ò³éií ñ°çäåð:êåði êåðòïåø, òóðáóëåíòòiëiêòi© k-e ìîäåëi, RANS, êàíàë, "ìàðêåð æ©íå ´ÿ-
øû©"ºäiñi, à¡ûíäàðäû á°ëó æºíå áiðiêòiðó, ³çiëìåëi à¡ûñ.

Ââåäåíèå

Äâèæåíèå æèäêîñòè ñ ðàçäåëåíèåì è âîññîåäèíåíèåì ïîòîêîâ âñòðå÷àåòñÿ âî ìíî-
ãèõ çàäà÷àõ ìåõàíèêè æèäêîñòè è ãàçà. Îäíèìè èç íèõ ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è î ïåðåíîñå
òåïëà, òå÷åíèè â åñòåñòâåííûõ êàíàëàõ, òå÷åíèå âîêðóã ïðåïÿòñòâèÿ è ò.ä. Âàæíîñòü
äàííîãî ïðîöåññà ãîâîðèò î êîëè÷åñòâå ïóáëèêàöèé, ãäå îñîáîå âíèìàíèå óäåëÿëîñü ïî-
ñòðîåíèþ îáîðóäîâàíèÿ [1-3] è ðàçðàáîòêå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ è òåîðåòè÷åñêèõ ìåòîäîâ
äëÿ äåòàëüíîãî èçó÷åíèÿ òå÷åíèé ñ îáëàñòÿìè ðàçäåëåíèÿ [4-6]. Ïîñëå ïîñòðîåíèÿ îáî-
ðóäîâàíèÿ è ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòîâ ïîÿâèëàñü âîçìîæíîñòü äåòàëüíîãî èçó÷åíèÿ
âíóòðåííåãî òå÷åíèÿ ñ ðàçäåëåíèåì è âîññîåäèíåíèåì ïîòîêîâ è ðàçðàáîòêè ÷èñëåí-
íûõ ìîäåëåé, êîòîðûå áû ïðàâèëüíî îïèñûâàëè âñþ ôèçèêó ïðîöåññà. Äî íàñòîÿùåãî
âðåìåíè èçâåñòíû ìíîãî ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ ÷èñëåííîìó ìîäåëèðîâàíèþ ïðîöåññà äëÿ
òå÷åíèé ðàçíûõ ãåîìåòðèé. Ñðåäè íèõ çàñëóæèâàåò îñîáîãî âíèìàíèÿ òå÷åíèå çà óñòó-
ïîì â êàíàëå, ââèäó ëåãêîñòè ñâîåé ãåîìåòðèè. Îäíàêî, íåñìîòðÿ íà ñâîþ ïðîñòîòó, â
íåé íàáëþäàþòñÿ âñå ïðîöåññû, ïðîèñõîäÿùèå âî âíóòðåííåì òå÷åíèè â çàâèñèìîñòè îò
÷èñëà Ðåéíîëüäñà (Re) è ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ, òàêèõ êàê âûñîòà óñòóïà è âûñîòà
êàíàëà [7-8]. Îäíèì èç âàæíûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ òå÷åíèÿ çà óñòóïîì ÿâëÿþò-
ñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå Àðìàëè è äð. [9]. Â èõ ýêñïåðèìåíòå îòíîøåíèå âûñîòû
êàíàëà ê âûñîòå êàíàëà áåç âûñîòû óñòóïà, ò. å. H/h (Ðèñóíîê 1) ðàâåí 1.9423. Òàêæå
Ëè è äð. [16] ïðîâîäèëè ýêñïåðèìåíòû òå÷åíèÿ çà óñòóïîì ñ îòíîøåíèåì H/h ðàâíîå
1.17 è 2.0. Â ñïèñêå ëèòåðàòóðû ïðèâåäåíû íåìàëî ñòàòåé, â êîòîðûõ ïîëó÷åíû ÷èñëåí-
íûå ðåçóëüòàòû äâóìåðíîãî óñòîé÷èâîãî íåñæèìàåìîãî òå÷åíèÿ çà óñòóïîì. Íàïðèìåð,
â ðàáîòàõ [10-12], ïåðå÷èñëåííûõ â ñïèñêå ëèòåðàòóðû, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ òîëüêî ÷àñòüþ
àíàëîãè÷íûõ ðàáîò, ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû äëÿ ÷èñåë Re ìåíüøå 800. Êðîìå ðàáîò [10-12,
15] è ìíîãèõ äðóãèõ, Ðàìñàê è äð. [17] ïðèâîäÿò ÷èñëåííûå ðåøåíèÿ äëÿ óñòîé÷èâîãî
òå÷åíèÿ çà óñòóïîì ïðè Re = 1000. À â ðàáîòå [18] ïîëó÷åíî óñòîé÷èâîå ÷èñëåííîå ðåøå-
íèå òå÷åíèÿ çà óñòóïîì ñ ïîìîùüþ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ïðè ÷èñëàõ Re ìåíüøå
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5500. Â ðàáîòàõ [17] è [18] ïîêàçàíî, ÷òî ìîæíî ïîëó÷èòü ÷èñëåííûå ðåøåíèÿ ïðè ÷èñ-
ëàõ Re íàìíîãî ïðåâîñõîäÿùèõ Re = 800. Òàêæå íåìàëî ðàáîò ïîñâÿùåíî èññëåäîâàíèþ
÷èñëåííîé óñòîé÷èâîñòè òå÷åíèÿ çà óñòóïîì. Ê ïðèìåðó Ôîðòèí è äð. [19] èçó÷àëè óñòîé-
÷èâîñòü äâóìåðíîãî íåñæèìàåìîãî òå÷åíèÿ çà óñòóïîì äî ÷èñëà Re = 1600. Áàðêëè è äð.
[20] ïðîâåëè ÷èñëåííûé àíàëèç óñòîé÷èâîñòè òå÷åíèÿ çà óñòóïîì ñ îòíîøåíèåì H/h= 2.
Îíè ïðîäîëæèëè ñâîè èññëåäîâàíèÿ äî ÷èñëà Re = 1500 è óñòàíîâèëè ÷òî òå÷åíèå îñòà-
åòñÿ ëèíåéíî óñòîé÷èâûì ê äâóìåðíûì âîçìóùåíèÿì. Åðòóðê è äð. [21] ïðåäñòàâëÿþò
ýôôåêòèâíûé, áûñòðûé è óñòîé÷èâûé ÷èñëåííûé ìåòîä äëÿ óñòîé÷èâûõ íåñæèìàåìûõ
óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà, ïðè êîòîðîì âîçìîæíî èñïîëüçîâàíèå ñãóùåííîé ñåòêè â èõ
÷èñëåííîì ðåøåíèè. Äàííûé ìåòîä áûë ïðîòåñòèðîâàí íà çàäà÷å î êàâåðíå. Âïîñëåä-
ñòâèè ÷èñëåííûé ìåòîä èç ðàáîòû [21] áûë ïðèìåíåí äëÿ çàäà÷è äâóìåðíûõ óñòîé÷èâûõ
íåñæèìàåìûõ òå÷åíèé çà óñòóïîì ïðè áîëüøèõ ÷èñëàõ Ðåéíîëüäñà, êîòîðàÿ îïèñàíà â
ðàáîòå [14] è ïðåäñòàâëåíû åå ïîäðîáíûå ðåçóëüòàòû ñ îòíîøåíèÿìè H/h ðàâíûìè 1.942
è 2.0, ñðàâíèâàåìûå ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè. Äàëåå â äàííîé ðàáîòå ïðèâåäåíà
ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, ïðåäñòàâëåíà ÷èñëåííàÿ ìîäåëü è ïðèâî-
äÿòñÿ ïîëó÷åííûå ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû, ïîñëå ÷åãî äàåòñÿ çàêëþ÷åíèå î ïðîäåëàííîé
ðàáîòå. Äàííàÿ ðàáîòà íàïðàâëåíà íà óãëóáëåíèÿ çíàíèÿ î òå÷åíèè çà óñòóïîì (Ðèñóíîê
1) è ðàñøèðåíèè ïðåäñòàâëåíèÿ î âíóòðåííåì òå÷åíèè è ïðîöåññîâ ðàçäåëåíèÿ è âîññî-
åäèíåíèÿ ïîòîêîâ ñ ïîìîùüþ èçó÷åíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòåé ïðè ðàçëè÷íûõ ÷èñëàõ
Ðåéíîëüäñà. Äëÿ èçó÷åíèÿ âíóòðåííåãî òå÷åíèÿ çà óñòóïîì ïðèìåíåíà k - e ìîäåëü òóð-
áóëåíòíîñòè íà îñíîâå RANS è ÷èñëåííûé ìåòîä "ìàðêåðîâ è ÿ÷ååê". Ñðàâíèâàþòñÿ
÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè Àðìàëè è äð. [9] è ñ ÷èñëåí-
íûìè äàííûìè Åðòóðê è äð. [14] è ×èàíã è äð. [22] ïðè ðàçíûõ ÷èñëàõ Ðåéíîëüäñà.

Ðèñóíîê 1�Ñõåìàòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå òå÷åíèÿ çà óñòóïîì.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è òå÷åíèÿ æèäêîñòè çà óñòóïîì

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, ïðåäñòàâëÿþùàÿ äâóìåðíûå íåñòàöèîíàðíûå íåñæèìàåìûå
òóðáóëåíòíûå òå÷åíèÿ çà óñòóïîì, îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè Íàâüå-Ñòîêñà, ãäå ðåé-
íîëüäñîâûå íàïðÿæåíèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

ISSN 1563�0285 KazNU Bulletin. Mathematics, Mechanics, Computer Science Series �4(83)2014



Ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññà îòðûâà . . . 79

τij = −ρuiuj = ρνt
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δijρk,

ãäå ρuiuj - ðåéíîëüäñîâûå íàïðÿæåíèÿ [Ïà], ρ - ïëîòíîñòü æèäêîñòè [ êã/ì3 ], νt - âèõ-

ðåâàÿ âÿçêîñòü [ ì2/ñ ], k = (1/2)u2
i , � êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ òóðáóëåíòíîñòè [ ì2 / ñ2 ],

δij - ñèìâîë Êðîíåêåðà

δij =

{

1, i = j

0, i ̸= j

Ñèñòåìà óðàâíåíèé äâèæåíèÿ è íåðàçðûâíîñòè äâóìåðíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè
â òåíçîðíîì âèäå ïðèíèìàåò âèä

∂Ui

∂t
+ Uj

∂Ui

∂xj

= −
1

ρ

∂p

∂xi

+
∂

∂xj

[

(ν + νt)
∂Ui

∂xj

]

∂Uj

∂xj

= 0 (1)

ãäå Ui � âåêòîð ñêîðîñòè [ì/ñ], p - äàâëåíèå [Ïà], ν - êèíåìàòè÷åñêàÿ âÿçêîñòü [ ì2 / ñ].
Âèõðåâàÿ âÿçêîñòü νt ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé îò k è ñêîðîñòè åå äèññèïàöèè ε

νt = Cµfµ
k2

ε
(2)

ãäå Cµ - áåçðàçìåðíàÿ ïîñòîÿííàÿ, fµ - ïðèñòåíî÷íàÿ ôóíêöèÿ.
Óðàâíåíèÿ äëÿ k è ε èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

∂k

∂t
+ Uj

∂k

∂xj

=
τij

ρ

∂Ui

∂xj

− ε+
∂

∂xj

[

(ν + νt/σk)
∂k

∂xj

]

(3)

∂ε

∂t
+ Uj

∂ε

∂xj

= Cε1f1
ε

k

τij

ρ

∂Ui

∂xj

− Cε2f2
ε2

k
+

∂

∂xj

[

(ν + νt/σε)
∂ε

∂xj

]

(4)

ãäå f1 è f2 - ïðèñòåíî÷íûå ôóíêöèè, Cε1, Cε2, σk, σε - áåçðàçìåðíûå êîíñòàíòû.
Ïðèñòåíî÷íûå ôóíêöèè èìåþò âèä

fµ = exp

[

−3.4

(1 +RT/50)
2

]

, f1 = 1, f2 = 1− 0.3 exp
(

−R2
T

)

, RT = k2/νε.

Áåçðàçìåðíûå ïîñòîÿííûå ïðèíèìàþò ñòàíäàðòíûå çíà÷åíèÿ Cµ = 0.09, σk = 1, σε =
1.3, Cε1 = 1.44, Cε2 = 1.92.
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Ñèñòåìà óðàâíåíèé ïåðåìåííûõ Ui, p, k, ε èìååò ñëåäóþùèé áåçðàçìåðíûé âèä

∂Ui

∂t
+ Uj

∂Ui

∂xj

= −
∂p

∂xi

+
∂

∂xj

[(

1

Re
+ Cµfµ

k2

ε

)

∂Ui

∂xj

]

∂Uj

∂xj

= 0 (5)

∂k

∂t
+ Uj

∂k

∂xj

= Cµfµ
k2

ε

∂Ui

∂xj

− ε+
∂

∂xj

[(

1

Re
+ Cµfµ

k2

ε
/σk

)

∂k

∂xj

]

(6)

∂ε

∂t
+ Uj

∂ε

∂xj

= Cε1f1
ε

k
Cµfµ

k2

ε

∂Ui

∂xj

− Cε2f2
ε2

k
+

∂

∂xj

[(

1

Re
+ Cµfµ

k2

ε
/σε

)

∂ε

∂xj

]

(7)

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà íåïðîíèöàåìûõ ñòåíêàõ:
Ëîãàðèôìè÷åñêèé ïðîôèëü ñêîðîñòè âáëèçè ñòåíêè â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ çà-

ïèñûâàåòñÿ êàê

Up = Uτ

(

1

K
ln y∗τ +B

)

,

ãäåy∗τ ≡
ypUτ

ν
, B=5.5, K=0.41 - êîíñòàíòà Êàðìàíà, Uτ - äèíàìè÷åñêàÿ ñêîðîñòü íà ñòåíêå.

Uτ ≡ C
3/4
µ k

3/2
p (kp - âåëè÷èíà êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè òóðáóëåíòíîñòè), ñêîðîñòü äèññèïà-

öèè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè òóðáóëåíòíîñòèεp = C
3/4
µ k

3/2
p /kyp.

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà âõîäå:

U1 = U0 (y, t) , U2 = 0, k = k0 (y, t) , ε = ε0 (y, t)

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà âûõîäå:

∂U1

∂x
= 0, U2 = 0,

∂k

∂x
=

∂ε

∂x
= 0

×èñëåííûé ìåòîä

Äëÿ ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è èñïîëüçîâàëñÿ ÷èñëåííûé ìåòîä "ìàðêåðîâ è ÿ÷ååê"[23],
êîòîðûé èñïîëüçóåò ðàçíåñåííóþ ñåòêó. Ýòî ïðåäïîëàãàåò, ÷òî äàâëåíèå, êèíåòè÷åñêàÿ
ýíåðãèÿ òóðáóëåíòíîñòè è ñêîðîñòü åå äèññèïàöèè îïðåäåëÿåòñÿ íà ïåðåñå÷åíèè ñåòêè,
à ñêîðîñòè íà ãðàíèöàõ (Ðèñóíîê 2).
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Ðèñóíîê 2�Ðàçíåñåííàÿ ñåòêà.

Ïðèìåì îáîçíà÷åíèÿ U1 = u, U2 = v òîãäà ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè (5)
íà ðàçíåñåííîé ñåòêå ïðèìåò âèä:

un+1
j+1/2,k − un+1

j−1/2,k

∆x
+

vn+1
j,k+1/2 − vn+1

j,k−1/2

∆y
= 0 (8)

ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå êîìïîíåíòû ñêîðîñòè u (5) íà ðàçíåñåííîé ñåòêå ïðèìåò âèä

un+1
j+1/2,k = F n

j+1/2,k −∆t

(

pn+1
j+1,k − pn+1

j,k

∆x

)

(9)

ãäå

F n
j+1/2,k = un

j+1/2,k +∆t
[(

1
Re

+ Cµfµ
k2

ε

)(

uj+3/2,k−2uj+1/2,k+uj−1/2,k

∆x2 +

uj+1/2,k+1−2uj+1/2,k+uj+1/2,k−1

∆y2

)

−
(u2)

j+1,k
−(u2)

j,k

∆x
−

(uv)
j+1/2,k+1/2−(uv)

j+1/2,k−1/2

∆y

]n

Íåîïðåäåëåííûå íà ðàçíåñåííîé ñåòêå ÷ëåíû íàõîäÿòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

uj+1,k =
uj+1/2,k + uj+3/2,k

2

(uv)j+1/2,k+1/2 =
uj+1/2,k + uj+1/2,k+1

2
·
vj,k+1/2 + vj+1,k+1/2

2

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîëó÷àåòñÿ ðàçíîñòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ äëÿ êîìïîíåíòû ñêî-
ðîñòè v (5) íà ðàçíåñåííîé ñåòêå

vn+1
j,k+1/2 = Gn

j,k+1/2 −∆t

(

pn+1
j,k+1 − pn+1

j,k

∆y

)

(10)
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ãäå

Gn
j,k+1/2 = vnj,k+1/2 +∆t

[(

1
Re

+ Cµfµ
k2

ε

)(

vj+1,k+1/2−2vj,k+1/2+vj−1,k+1/2

∆x2 +

vj,k+3/2−2vj,k+1/2+vj,k−1/2

∆y2

)

−
(uv)

j+1/2,k+1/2−(uv)
j−1/2,k+1/2

∆x
−

(v2)
j,k+1

−(v2)
j,k

∆y

]n

Â óðàâíåíèÿõ (9) è (10) äàâëåíèå âõîäèò íåÿâíî. Îíî îïðåäåëÿåòñÿ äî âû÷èñëåíèÿ
(9) è (10) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

pn+1
j+1.k − 2pn+1

j.k + pn+1
j−1.k

∆x2
+
pn+1
j.k+1 − 2pn+1

j.k + pn+1
j.k−1

∆y2
=

1

∆t

[

F n
j+1/2.k − F n

j−1/2.k

∆x
+

Gn
j.k+1/2 −Gn

j.k−1/2

∆y

]

(11)

Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå Ïóàññîíà, óäîâëåòâîðÿþùåå äèñêðåòíîìó óðàâíåíèþ íåðàç-
ðûâíîñòè, ðåøàåòñÿ íà êàæäîì øàãå ïî âðåìåíè èòåðàöèîííûì ìåòîäîì Ãàóññ-Çåéäåëÿ
[23].

Ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ äëÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè òóðáóëåíòíîñòè è åå äèññèïàöèè
ðåøàþòñÿ ïðîñòûì ÿâíûì ìåòîäîì [23] íà ðàçíåñåííîé ñåòêå è èìåþò âèä:

kn+1
j,k

−kn
j,k

∆t
+ un+1

j+1/2,k

kn
j+1,k−kn

j,k

∆x
+ vn+1

j,k+1/2

kn
j,k+1−kn

j,k

∆y
=

Cµfµ
kn2
j,k

εn
j,k

(

un

j+1/2,k
−un

j−1/2,k

∆x
+

un

j+1/2,k
−un

j−1/2,k

∆x

)

un

j+1/2,k
−un

j−1/2,k

∆x

Cµfµ
kn2
j,k

εn
j,k

(

un

j+1/2,k+1
−un

j+1/2,k

∆y
+

vn
j+1,k+1/2

−vn
j,k+1/2

∆x

)

un

j+1/2,k+1
−un

j+1/2,k

∆y

Cµfµ
kn2
j,k

εn
j,k

(

vn
j+1,k+1/2

−vn
j,k+1/2

∆x
+

un

j+1/2,k+1
−un

j+1/2,k

∆y

)

vn
j+1,k+1/2

−vn
j,k+1/2

∆x

Cµfµ
kn2
j,k

εn
j,k

(

vn
j,k+1/2

−vn
j,k−1/2

∆y
+

vn
j,k+1/2

−vn
j,k−1/2

∆y

)

vn
j,k+1/2

−vn
j,k−1/2

∆y
− εnj,k

+ 1
Re

(

kn
j+1,k−2kn

j,k
+kn

j−1,k

∆x2

)

+ Cµfµ
σk

(

kn2
j+1,k

εn
j+1,k

kn
j+1,k−kn

j,k

∆x2 −
kn2
j,k

εn
j,k

kn
j,k

−kn
j−1,k

∆x2

)

+ 1
Re

(

kn
j,k+1−2kn

j,k
+kn

j,k−1

∆y2

)

+ Cµfµ
σk

(

kn2
j,k+1

εn
j,k+1

kn
j,k+1−kn

j,k

∆y2
−

kn2
j,k

εn
j,k

kn
j,k

−kn
j,k−1

∆y2

)

(12)

εn+1
j,k

−εn
j,k

∆t
+ un+1

j+1/2,k

εn
j+1,k−εn

j,k

∆x
+ vn+1

j,k+1/2

εn
j,k+1−εn

j,k

∆y
=

Cε1f1
εn
j,k

kn
j,k

[

Cµfµ
kn2
j,k

εn
j,k

(

un

j+1/2,k
−un

j−1/2,k

∆x
+

un

j+1/2,k
−un

j−1/2,k

∆x

)

un

j+1/2,k
−un

j−1/2,k

∆x

Cµfµ
kn2
j,k

εn
j,k

(

un

j+1/2,k+1
−un

j+1/2,k

∆y
+

vn
j+1,k+1/2

−vn
j,k+1/2

∆x

)

un

j+1/2,k+1
−un

j+1/2,k

∆y

Cµfµ
kn2
j,k

εn
j,k

(

vn
j+1,k+1/2

−vn
j,k+1/2

∆x
+

un

j+1/2,k+1
−un

j+1/2,k

∆y

)

vn
j+1,k+1/2

−vn
j,k+1/2

∆x

Cµfµ
kn2
j,k

εn
j,k

(

vn
j,k+1/2

−vn
j,k−1/2

∆y
+

vn
j,k+1/2

−vn
j,k−1/2

∆y

)

vn
j,k+1/2

−vn
j,k−1/2

∆y

]

− Cε2f2
εn2
j,k

kn
j,k

+ 1
Re

(

εn
j+1,k−2εn

j,k
+εn

j−1,k

∆x2

)

+ Cµfµ
σε

(

kn2
j+1,k

εn
j+1,k

εn
j+1,k−εn

j,k

∆x2 −
kn2
j,k

εn
j,k

εn
j,k

−εn
j−1,k

∆x2

)

+ 1
Re

(

εn
j,k+1−2εn

j,k
+εn

j,k−1

∆y2

)

+ Cµfµ
σε

(

kn2
j,k+1

εn
j,k+1

εn
j,k+1−εn

j,k

∆y2
−

kn2
j,k

εn
j,k

εn
j,k

−εn
j,k−1

∆y2

)

(13)
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×èñëåííûå ðåçóëüòàòû

Ïðè ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðàõ, ïîêàçàííûõ íà Ðèñóíîê 1: äëèíà êàíàëà L=80, âû-
ñîòà êàíàëà H=1.9423, âûñîòà óñòóïà S=0.9423 áûëè ïîëó÷åíû ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû
äëÿ ÷èñåë Re=100, 200, 300, 389, 400 ïðè êîòîðûõ íàáëþäàåòñÿ ëàìèíàðíûé ðåæèì
òå÷åíèÿ [9]. Äëÿ ÷èñåë Ðåéíîëüäñà ìåíüøå 400 ýêñïåðèìåíòàëüíûå è ÷èñëåííûå äàí-
íûå íå ïðèâîäÿò ê ïîÿâëåíèþ âòîðè÷íîé çîíû ïðèñîåäèíåíèÿ îòîðâàâøåãîñÿ ïîòîêà.
Íà Ðèñóíêå 3à ïîêàçàíû ñðàâíåíèÿ ïðîäîëüíûõ ïðîôèëåé ñêîðîñòè äàííîé ðàáîòû ñ
ýêñïåðèìåíòàëüíûìè è ÷èñëåííûìè äàííûìè Àðìàëè è äð. [9] è ÷èñëåííûìè äàííûìè
×èàíã è äð. [22] äëÿ ÷èñëà Ðåéíîëüäñà Re=100 è íà Ðèñóíêå 3á ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû
äëÿ ÷èñëà Ðåéíîëüäñà Re=389.

Ðèñóíîê 3� Ñðàâíåíèå ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ ïðîäîëüíûõ ïðîôèëåé ñêîðîñòè äàííîé ðàáîòû ñ

÷èñëåííûìè è ýêñïåðèìåíòàëüíûìè ðåçóëüòàòàìè Àðìàëè è äð. [9] è ÷èñëåííûìè ðåçóëüòàòàìè ×èàíã

è äð. [33]: (à) Re=100; (á) Re=389.

Íà ðèñóíêå 4 ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü ÷èñëà Ðåéíàëîäñà îò ðàçìåðà îáëàñòè ïðèñî-
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Ðèñóíîê 4� Çàâèñèìîñòü ÷èñåë Ðåéíàëîäñà (Re=100, 200, 300, 389, 400) îò ðàçìåðà îáëàñòè

ïðèñîåäèíåíèÿ ïîòîêîâ.

åäèíåíèÿ ïîòîêîâ Äëÿ áîëåå ãëóáîêîãî ïîíèìàíèÿ òå÷åíèÿ çà óñòóïîì íà ðèñóíêàõ 5,6
ìîæíî íàáëþäàòü ðàçâèòèå òå÷åíèÿ çà óñòóïîì âî âðåìåíè: çàðîæäåíèå è ïðîöåññ ðàç-
âèòèÿ îáëàñòè âîññîåäèíåíèÿ ïîòîêîâ äëÿ ðàçëè÷íûõ ÷èñåë Ðåéíîëüäñà.

Ðèñóíîê 5� Ïðîôèëü ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè ïðè t=100: (à) Re=100; (á) Re=200.

Çàêëþ÷åíèå

Áûëè âûïîëíåíû ÷èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ ëàìèíàðíîãî òå÷åíèÿ ñ çîíîé ïðèñîåäè-
íåíèÿ ïîòîêîâ çà óñòóïîì. Ýòî äàëî áîëåå ãëóáîêîå ïðåäñòàâëåíèå î âíóòðåííåì òå÷åíèå
çà óñòóïîì è ïðîöåññàõ âîññîåäèíåíèÿ ïîòîêîâ, ÷òî â ñâîþ î÷åðåäü äàëî ïðåäñòàâëåíèå
î äàëüíåéøåì ïîÿâëåíèè âòîðè÷íîé è ò. ä. çîí ïðèñîåäèíåíèÿ îòîðâàâøåãîñÿ ïîòîêà
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Ðèñóíîê 6� Ïðîôèëü ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè ïðè t=100: (à) Re=300; (á) Re=389.

ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà Ðåéíîëüäñà. Ðàññòîÿíèå îò óñòóïà äî ãðàíèöû êàíàëà âçÿòî â
4 ðàçà áîëüøå âûñîòû êàíàëà, äëÿ áîëåå äåòàëüíîãî èçó÷åíèÿ òå÷åíèé çà óñòóïîì [9,
22]. ×èñëåííûå äàííûå ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè ïîêàçàëè îáðàçîâàíèå ïåðâè÷íîé çîíû
âîññîåäèíåíèÿ ïîòîêîâ çà óñòóïîì äëÿ ÷èñåë Ðåéíîëüäñà ìåíüøå 400 è óâåëè÷åíèå åå
ðàçìåðîâ â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè. Ãðàôèê çàâèñèìîñòè ÷èñëà Ðåéíîëüäñà îò ðàçìåðà
îáðàçîâàâøåéñÿ çîíû âîññîåäèíåíèÿ ïîòîêîâ çà óñòóïîì ïîêàçûâàåò ñòðîãóþ çàâèñè-
ìîñòü ðàçìåðà îáðàçîâàâøåéñÿ çîíû âîññîåäèíåíèÿ ïîòîêîâ îò ÷èñëà Ðåéíîëüäñà. Äëÿ
ðåøåíèÿ ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ ñêîðîñòåé â ìåòîäå "ìàðêåðîâ è ÿ÷ååê"áûëà ïðèìåíåíà
ÿâíàÿ ñõåìà, êàê è äëÿ ðåøåíèÿ ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè òóðáó-
ëåíòíîñòè è åå äèññèïàöèè. Èç ãðàôèêîâ âèäíî, ÷òî ðåàëèçîâàííûé ÷èñëåííûé ìåòîä
äàåò ìàëåíüêóþ ïîãðåøíîñòü â ñðàâíåíèè ñ ðåçóëüòàòàìè èç äðóãèõ ðàáîò äëÿ ÷èñåë
Ðåéíîëüäñà ìåíüøå 400. Áûëî îáíàðóæåíî, ÷òî ïîñòàíîâêà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íåìàëî-
âàæíûé ïðîöåññ.
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