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РАЗРЕШИМОСТЬ ПСЕВДОГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ
С НЕЛИНЕЙНЫМ ГРАНИЧНЫМ УСЛОВИЕМ

Данная работа посвящена фундаментальной проблеме исследования разрешимости начально-
краевой задачи для квазилинейного псевдогиперболического уравнения (называемых также
уравнениями соболевского типа) с достаточно гладкой границей. В представленной работе
исследуется начально-краевая задача для квазилинейного уравнения псевдогиперболического
типа с нелинейным граничным условием Неймана-Дирихле. В статье с помощью метода Га-
леркина доказывается существование слабого решения квазилинейного псевдогиперболического
уравнения в ограниченной области. С использованием теорем вложения Соболева, получены
априорные оценки решения. Применение Галеркинских приближений позволяет получить оценку
сверх времени существования решения. Доказана локальная теорема о существовании слабого
обобщенного решения. При доказательстве существования искомого решения рассматриваемой
краевой задачи используются априорные оценки и теорема Реллиха-Кондрашова. Единственность
слабого обобщенного решения начально-краевой задачи квазилинейного уравнения псевдогипер-
болического типа доказывается на основе полученных априорных оценок и применения леммы
Гронуолла-Беллмана. Необходимость рассмотрения и изучения такого рода начально-каевых
задач для квазилинейного псевдогиперболического уравнения вытекает из практических потреб-
ностей. К примеру, при решении дифференциальных уравнений, моделирующих физические
процессы, важно, чтобы было хорошее соответствие между выбранной моделью и реальным
объектом.

Ключевые слова: псевдогиперболические уравнения, нелинейные граничные условия, метод Га-
леркина, существование решения, единственность решения.
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Сызықты емес шекаралық шартты псевдогиперболалық теңдеудiң шешiмдiлiгi
Бұл жұмыс жеткiлiктi тегiс шекарасы бар квазисызықты псевдогиперболалық теңдеу үшiн
(Соболев типтi теңдеулер деп те аталатын) бастапқы-шеттiк есептiң шешiлуiн зерттеудiң iргелi
мәселесiне арналған. ұсынылған жұмыста Нейман-Дирихле сызықты емес шекаралық шарттары
бар псевдогиперболалық типтi квазисызықты теңдеуiне арналған бастапқы-шеттiк есеп зертте-
ледi. Мақалада Галеркин әдiсi арқылы шектелген облыста квазисызықты псевдопараболалық
теңдеудiң әлсiз шешiмiнiң бар болуы дәлелденедi. Соболевтың енгiзу теоремаларын қолдану
арқылы шешiмнiң априорлы бағалары алынды. Галеркиннiң жуықтауларын қолдану шешiмнiң
бар болу уақытынан тыс бағалауларды алуға мүмкiндiк бередi. Әлсiз жалпыланған шешiмнiң
бар болу жөнiндегi жергiлiктi теорема дәлелдендi. Қарастырылған шеттiк есептiң iзделiндi
шешiмiнiң бар болуын дәлелдеу кезiнде априорлы бағалаулар мен Реллих-Кондрашов теоремасы
қолданылады. Псевдопараболалық типтi квазисызықты теңдеу үшiн бастапқы-шеттiк есептiң
әлсiз жалпыланған шешiмiнiң жалғыздығы алынған априорлы бағалаулар мен Гронуолл-Беллман
леммасы негiзiнде дәлелденедi. Квазисызықты псевдогиперболалық теңдеу үшiн бастапқы-шеттiк
есептердi қарастыру және зерттеу қажеттiлiгi практикалық мұқтаждықтардан туындайды.
Мысалы, физикалық әдерiстердi модельдейтiн дифференциалдық теңдеулердi шешу кезiнде
таңдалған модель мен нақты объект арасында бiр жақсы сәйкестiк болуы қажеттi әрi маңызды.
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Solvability of a Pseudohyperbolic Equation with a Nonlinear Boundary Condition

This paper is devoted to the fundamental problem of investigating the solvability of an initial-boundary
value problem for a quasi-linear pseudo-hyperbolic equation (also called Sobolev type equations) with a
sufficiently smooth boundary. In this work, we study an initial-boundary value problem for a quasi-linear
pseudo-hyperbolic equation with a nonlinear Neumann-Dirichlet boundary condition. The paper uses
the Galerkin method to prove the existence of a weak solution of a quasi-linear pseudo-hyperbolic
equation in a bounded domain. Using Sobolev embedding theorems, priori estimates of the solution
are obtained. The use of Galerkin approximations allows us to obtain an overtime estimate of the
solution’s existence. A local theorem on the existence of a weak generalized solution is proved. A priori
estimates and the Rellich-Kondrashov theorem are used to prove the existence of the desired solution
to the boundary value problem under consideration. The uniqueness of a weak generalized solution to
the initial boundary value problem of a quasi-linear pseudo-hyperbolic equation is proved on the basis
of the obtained a priori estimates and the application of the Gronwall-Bellman Lemma. The need to
consider and study such initial-boundary value problems for a quasi-linear pseudo-hyperbolic equation
follows from practical needs. For example, when solving differential equations that model physical
processes, it is important that there is a good match between the selected model and the real object.

Key words: pseudohyperbolic equations, nonlinear boundary conditions, Galerkin method, existence
of a solution, uniqueness of a solution.

1 Введение

Первым строгим математическим исследованием задач для уравнений, не являющихся урав-
нениями типа Коши-Ковалевской, является пионерская работа С.Л.Соболева [1]. Эта же
работа пробудила большой интерес к исследованию неклассических уравнений, названных
уравнениями соболевского типа. Исследование задач для псевдопараболического типа на-
чалось в конце 1970-х годах. Изучению нелинейных уравнений псевдопараболического типа
посвящено большое количество работ [2]- [22]. Моделированию физических процессов, при-
водящих к уравнениям типа Соболева и, в частности, псевдопараболического типа, посвяще-
ны работы [6]- [19]. Вопросы асимптотического поведения решений рассматриваемых задач
при больших временах, теория рассеяния и устойчивость решений типа уединенных волн
как для одномерных так и для многомерных уравнений типа Бенджамена–Бона–Махони и
Бенджамена–Бона–Махони–Бюргерса, Розенау–Бюргерса [4], [5]. Исследованию разрешимо-
сти начально-краевых задач для уравнении псевдопараболического и псевдогиперболического
типа существенный вклад внесли Осколков А.П., Антонцев С.Н., Кожанов А.И., Свешников
А.И., Корпусов М.О. и многие другие ученые.

1.1 Постановка задачи

Рассмотрим в цилиндре QT = {(x, t) : x ∈ Ω, Ω ⊂ Rn, 0 < t < T} квазилинейное уравнение

∂2

∂t2
(u−∆u)−∆u = b(x, t)|ut|p−2ut + f(x, t), (1)



28 Разрешимость псевдопараболического уравнения . . .

с нелинейным граничным условием

∂2

∂t2
∂u

∂n
+
∂u

∂n
+K(x, t)|u|σ−2u

∣∣∣∣
Γ

= 0, Γ = ∂Ω× (0, T ), (2)

с начальными условиями

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x). (3)

Здесь Ω ⊂ Rn, n ≥ 3 ограниченная область, граница ∂Ω достаточно гладкая, p и σ положи-
тельные константы.

Функции b(x, t), f(x, t), K(x, t) и u0(x) удовлетворяет следующим условиям:

0 < k0 ≤ K(x, t) ≤ k1, 0 < Kt(x, t) ≤ k1,
0 < b(x, t) ≤ b1, 0 < bt(x, t) ≤ b1,

‖f(x, t)‖2
2,Ω ≤ C0e

γt, γ ≤ 1, u0(x), u1(x) ∈ W 1
2 (Ω).

(4)

Определение 1 Слабым обобщенным решением задачи (1)-(3) называется функция u(x, t)
из пространства W 1

2 (0, T ; W 1
2 (Ω))

⋂
Lσ(Γ), которая удовлетворяет интегральному тожде-

ству

∫ T

0

∫
Ω

(
∂u

∂t
v +

N∑
i=1

(
∂3u

∂t2∂xi

∂v

∂xi
+
∂u

∂xi

∂v

∂xi

)
− b(x, t)|ut|p−2utv

)
dxdt+

+

∫ T

0

∫
Γ

K(x, t)|u|σ−2uvdΓdt =

∫ T

0

∫
Ω

fvdxdt, (5)

для всех v(x, t) ∈ L2(0, T ; W 1
2 (Ω))

⋂
Lσ(Γ).

1.2 Существование решения

Выберем в H1 (Ω) некоторую систему функций {Ψj(x)} образующую базис в данном про-
странстве. Такая система заведомо существует, поскольку H1 (Ω) - сеперабельное простран-
ство. Будем искать приближенное решение задачи (1)-(3) в виде

um(x, t) =
m∑
k=1

Cmk(t)Ψk(x), (6)

где коэффициенты Cmk(t) ищутся из условий

m∑
k=1

C ′′mk(t)

{∫
Ω

[
ΨkΨj +

m∑
i=1

∂Ψk

∂xi
· ∂Ψj

∂xi

]
dx

}
+

+
m∑
k=1

Cmk(t)

∫
Ω

m∑
i=1

∂Ψk

∂xi
· ∂Ψj

∂xi
dx+

m∑
k=1

Cmk(t)

∫
Γ

K(x, t)|um|σ−2ΨkΨjdΓ−

−
m∑
k=1

C ′mk(t)

∫
Ω

b(x, t)|umt|p−2ΨkΨjdx =

∫
Ω

f · Ψjdx, (7)
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um0 = um(0) =
m∑
k=1

Cmk(0)Ψk =
m∑
k=1

αkΨk, (8)

причем um0 → u0 сильно в H1 (Ω) при m→∞. (9)

Введем обозначения:
~Cm ≡ {C1m(t), ..., Cmm(t)}T ,

akj =

∫
Ω

[ΨkΨj + (∇Ψk,∇Ψj)] dx,

bkj = −
∫

Γ

K (x, t) |um|σ−2ΨkΨjdΓ +

∫
Ω

b (x, t) |umt|p−2ΨkΨjdx+

∫
Ω

f ·Ψjdx,

Am

(
~Cm

)
≡
{
ajk

(
~Cm

)}
, ~Gm

(
~Cm

)
≡
{
bjk

(
~Cm

)}
.

Тогда система уравнений (7) принимает матричный вид

Am ~C
′′
m ≡ ~Gm

(
~Cm

)
~C ′m. (10)

Умножим обе части равенства (7) на C ′mj(t) и просуммируем обе части получившегося равен-
ства по j = 1,m. В результате получим равенство

1

2

d

dt

∫
Ω

[|u′m|2 + |∇u′m|2 + |∇um|2]dx+
1

σ

d

dt

∫
Γ

K(x, t)|um|σdΓ =

=

∫
Γ

Kt(x, t)|um|σdΓ +

∫
Ω

b(x, t)|u′m|pdx+

∫
Ω

f · u′mdx. (11)

Оценим правую часть тождества (11), применим следующие интерполяционные неравенства

‖u‖pp,Ω ≤ C1

(
‖∇u‖2

2,Ω + ‖u‖2
2,Ω

)θp
2 ‖u‖(1−θ)p

2,Ω ≤ C1

(
‖∇u‖2

2,Ω + ‖u‖2
2,Ω

)p
2 ,

где θ =
(p− 2)N

2p
, θ < 1, 2 < p <

2N

N − 2
, N ≥ 3.

‖u‖σσ,Ω ≤ C ′2

(
‖∇u‖2

2,Ω + ‖u‖2
2,Ω

)θσ
2 ‖u‖(1−θ)σ

2,Ω ≤ C ′2

(
‖∇u‖2

2,Ω + ‖u‖2
2,Ω

)σ
2 ≤

≤ C2

(
‖∇u‖2

2,Ω + ‖u‖2
2,Ω

)p
2 + C3,

где θ =
pN − 2(N − 1)

2p
, 0 < θ < 1, 2 < σ <

2(N − 1)

N − 2
, N ≥ 3,

∣∣∣∣∫
Γ

Kt(x, t)|um|σdΓ

∣∣∣∣ ≤ k1C2

(
‖∇um‖2

2,Ω + ‖um‖2
2,Ω

)p
2 + k1C3,∣∣∣∣∫

Ω

b(x, t)|u′m|pdx
∣∣∣∣ ≤ b0 ‖u′m‖

p
p,Ω ≤ b0C1

(
‖∇u′m‖

2
2,Ω + ‖u′m‖

2
2,Ω

)p
2 . (12)
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Ω

f · u′mdx
∣∣∣∣ ≤ ‖f‖2,Ω ‖u

′
m‖2,Ω ≤

1

2
‖f‖2

2,Ω +
1

2
‖u′m‖

2
2,Ω ≤

≤ 1

2
‖f‖2

2,Ω +
1

2

(
‖∇u′m‖

2
2,Ω + ‖u′m‖

2
2,Ω

)
. (13)

Подставляя полученные неравенства (12) и (13) в тождество (11), получим

d

dt

∫
Ω

[|u′m|2 + |∇u′m|2 + |∇um|2]dx+
2

σ

d

dt

∫
Γ

K(x, t)|um|σdΓ ≤

≤
(
‖∇u′m‖

2
2,Ω + ‖u′m‖

2
2,Ω + ‖∇um‖2

2,Ω +
2

σ

∫
Γ

K(x, t)|um|σdΓ

)
+

+C4

(
‖∇u′m‖

2
2,Ω + ‖u′m‖

2
2,Ω + ‖∇um‖2

2,Ω +
2

σ

∫
Γ

K(x, t)|um|σdΓ

)p
2 +C0e

γt + 2k1C3, (14)

Обозначим через y(t) ≡
∫

Ω

[|u′m|2 + |∇u′m|2 + |∇um|2]dx+
2

σ

∫
Γ

K(x, t)|um|σdΓ, тогда (14) примет
вид

dy(t)

dt
≤ y(t) + C4[y(t)]

p

2 + C0e
γt + 2k1C3.

Обозначим через z(t) ≡ e−ty(t) и интегрируем от 0 до t, получим

z(t) ≤ z(0) + 2k1C3 +
C0

1− γ
+ C4

∫ t

0

e

p− 2

2
s
[z(s)]

p

2ds.

Применив к которому лемму Гронуолла-Беллмана-Бихари [23], если

C4

ep− 2

2
t
− 1

 <
1(

z(0) + 2k1C3 +
C0

1− γ

)p− 2

2

, 0 ≤ t < T,

тогда справедливо неравенство∫
Ω

[|u′m|2 + |∇u′m|2 + |∇um|2]dx+
2

σ

∫
Γ

K(x, t)|um|σdΓ ≤

≤ C5e
t

1− C
p− 2

2
5 C4

ep− 2

2
t
− 1




2

p− 2

,

C5 = ‖u′m(x, 0)‖2
2,Ω + ‖∇u′m(x, 0)‖2

2,Ω + ‖∇um(x, 0)‖2
2,Ω +

+
2

σ

∫
Γ

K(x, t)|um(x, 0)|σdΓ + 2k1C3 +
!0

1− γ
. (15)
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Из этой оценки можно сделать вывод, что существует T0 > 0 такое, что

∫
Ω

[|u′m|2 + |∇u′m|2 + |∇um|2]dx+
2

σ

∫
Γ

K(x, t)|um|σdΓ ≤ C6, (16)

для всех t ∈ [0, T ], T < T0, где постоянная C6 не зависит от m ∈ N .
Теперь умножим равенство (7) на C ′′mj(t) и просуммируем по j = 1,m. В результате полу-

чим

‖u′′m‖
2
2,Ω + ‖∇u′′m‖

2
2,Ω =

1

p

d

dt

∫
Ω

b(x, t)|u′m|pdx−
1

p

∫
Ω

bt(x, t)|u′m|pdx−

−
∫

Γ

K(x, t)|um|σ−2umumttdΓ−
∫

Ω

∇um∇umttdx+

∫
Ω

f · u′′mdx.

Проинтегрируем по τ от 0 до t, тогда получим соотношение∫ t

0

(
‖u′′m‖

2
2,Ω + ‖∇u′′m‖

2
2,Ω

)
dτ = −1

p

∫
Ω

b(x, 0)|u′m(x, 0)|pdx+
1

p

∫
Ω

b(x, t)|u′m|pdx−

−1

p

∫ t

0

∫
Ω

bt(x, t)|u′m|pdxdτ −
∫ t

0

∫
Γ

K(x, t)|um|σ−2umumttdΓdτ−

−
∫ t

0

∫
Ω

∇um∇umttdxdτ +

∫ t

0

∫
Ω

f · u′′mdxdτ. (17)

Оценивая правую часть и подставим в тождество (17), получим

1

2

∫ t

0

‖u′′m‖
2
2,Ω dτ +

2

3

∫ t

0

‖∇u′′m‖
2
2,Ω dτ ≤ C7(t),

∫ T

0

‖u′′m‖
2
2,Ω dτ +

∫ T

0

‖∇u′′m‖
2
2,Ω dτ ≤ C7. (18)

Из полученных оценок (16), (18) вытекают соответственно следующие утверждения:

um ограниченно в L∞(0, T ; H1(Ω)), (19)

u′m ограниченно в L∞(0, T ; H1(Ω)), (20)

K(x, t)|um|σ−2um ограниченно в L∞(0, T ; Lσ′(Γ)), σ′ =
σ

σ − 1
> 1. (21)

u′′m ограниченно в L2(0, T ; H1(Ω)). (22)
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Кроме того, в силу поставленных условий на p:

um|p−2um mbox  L∞(0, T ; L p

p− 1

(Ω)), 2 < p <
2N

N − 2
, N ≥ 3. (23)

Из (19) и (20) следует, что существует подпоследовательность umk
последовательности um,

*-слабо сходящаяся к некоторому элементу u′m ∈ L∞(0, T ; H1(Ω)), т.е.

u′mk
→ u′ *-слабо в L∞(0, T ; H1(Ω)).

Аналогичным образом, из (20)-(23) вытекает, что существует такая последовательность
{u′mk

} ⊂ {u′m}, что u′mk
→ u′слабо в L2(0, T ; H1(Ω)).

В силу теоремы Реллиха-Кондрашова, вложение W 1
2 (QT ) в L2(QT ) компактно. Это озна-

чает, что последовательность u′mk
можно выбрать так, что u′mk

→ u′ в норме L2(QT ), а
значит сходящейся почти всюду [24].

Из (22) следует, что K(x, t)|um|σ−2um ∈ L∞(0, T ; Lσ′(Γ)), σ′ =
σ

σ − 1
> 1 и сходится почти

всюду в (0, T ).
Из ограниченности

√
K(x, t)|um|σ−2um в L2(0, T ; Lσ′(Γ)), σ′ =

σ

σ − 1
> 1 вытекает сла-

бая сходимость в этом пространстве подпоследовательности K(x, t)|umk
|σ−2umk

к некоторой
функций χ(x, t).

В силу леммы 1.3, доказанной в [24], следует χ(x, t) = K(x, t)|u|σ−2u.
Приведенные рассуждения позволяют перейти к пределу в (7). Но сначала умножим каж-

дое из равенств (7) на dj(t) ∈ C[0, T ] и просуммируем обе части получившегося равенства по
j = 1,m. Затем проинтегрируем по t от 0 до T , получим∫ T

0

∫
Ω

(
N∑
i=1

(
∂3um
∂t2∂xi

∂µ

∂xi
+
∂u

∂xi

∂µ

∂xi

)
+
∂um
∂t

µ− b(x, t)|umt|p−2umtµ

)
dxdt−

−
∫ T

0

∫
Γ

K(x, t)|um|σ−2umµdΓdt =

∫ T

0

∫
Ω

fµdxdt, (24)

где µ(x, t) =
m∑
j=1

dj(t)Ψj(x).

Учитывая полученные включения и сходимости, перейдем в (24) к пределу при
m → ∞ и получим (5) для v = µ. Так как множество всех функций µ(x, t) плот-
но в W 1

2 (0, T ; W 1
2 (Ω))

⋂
Lσ(Γ), то предельное соотношение выполняется для всех v(x, t) ∈

L2(0, T ; W 1
2 (Ω))

⋂
Lσ(Γ).

Теорема 1 Пусть выполняются условия (4), а также 2 < p <
2N

N − 2
, N ≥ 3, 2 < σ <

2(N − 1)

N − 2
, N ≥ 3. Тогда на интервале (0, T ), T < T0, существует слабое обобщенное реше-

ние u(x, t) задачи (1)-(3), причем имеют место следующие включения:

u ∈ L∞(0, T ; H1(Ω)), ut ∈ L∞(0, T ; H1(Ω)),

utt ∈ L2(0, T ; H1(Ω)), |u|σ−2u ∈ L∞(0, T ; Lσ′(Γ)), σ′ =
σ

σ − 1
> 1.
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1.3 Единственность слабого обобщенного решения

Предположим, что задача (1)-(3) имеет два решения: u1(x, t) и u2(x, t). Тогда их разность
u(x, t) = u1(x, t)− u2(x, t) удовлетворяет условию u(x, 0) = 0 и тождеству

∫ t

0

∫
Ω

(
∂u

∂τ
v +

N∑
i=1

(
∂3u

∂τ 2∂xi

∂v

∂xi
+
∂u

∂xi

∂v

∂xi

)
− b(x, τ)

(
|u1τ |p−2u1τ − |u2τ |p−2u2τ

)
v

)
dxdτ+

+

∫ t

0

∫
Γ

K(x, τ)
(
|u1|σ−2u1 − |u2|σ−2u2

)
vdΓdτ = 0.

В силу v(x, t) ∈ L2(0, T ; W 1
2 (Ω))

⋂
Lσ(Γ), то в качестве v(x, t) можно взять ut(x, t), т.е. поло-

жим v(x, t) = ut(x, t)

∫ t

0

∫
Ω

(
∂u

∂τ
uτ +

N∑
i=1

(
∂3u

∂τ 2∂xi

∂uτ
∂xi

+
∂u

∂xi

∂uτ
∂xi

)
−

−b(x, τ)
(
|u1τ |p−2u1τ − |u2τ |p−2u2τ

)
uτ
)
dxdτ+

+

∫ t

0

∫
Γ

K(x, τ)
(
|u1|σ−2u1 − |u2|σ−2u2

)
uτdΓdτ = 0. (25)

Применим следующее неравенство

||u1|qu1 − |u2|qu2| ≤ (q + 1) (|u1|q + |u2|q) |u1 − u2| при q > 0.

Тогда (25) запишется виде

1

2

∫
Ω

[|uτ |2 + |∇uτ |2 + |∇u|2]dx ≤ K1(σ − 1)

∫ t

0

∫
Γ

(
|u1|σ−2 + |u2|σ−2

)
uuτdΓdτ+

+b1

∫ t

0

∫
Ω

(
|u1τ |p−2 + |u2τ |p−2

)
u2
τdxdτ. (26)

Оценим правую часть неравенства (26), применяя неравенство Гельдера∣∣∣∣∫ t

0

∫
Ω

b(x, τ)
(
|u1τ |p−2u1τ − |u2τ |p−2u2τ

)
uτdxdτ

∣∣∣∣ ≤
≤ b1(p− 1)

∫ t

0

∫
Ω

(
|u1τ |p−2 + |u2τ |p−2

)
u2
τdxdτ ≤

≤ b1(p− 1)


∫ t

0

∫
Ω

|u1τ |
2r(p− 2)

r − 2 dxdτ


r − 2

2r

+

∫ t

0

∫
Ω

|u2τ |
2r(p− 2)

r − 2 dxdτ


r − 2

2r

×

×
(∫ t

0

∫
Ω

urτdxdτ

)1

r
(∫ t

0

∫
Ω

u2
τdxdτ

)1

2
.
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Положим r =
2N

N − 2
, p ≤ 2 +

1

N − 2
, N ≥ 3. Тогда по теореме вложения Соболева H1(Ω) ⊂

Lr(Ω) и H1(Ω) ⊂ L2r(p−2)/(r−2)(Ω). В этом случае, учитывая класс гладкости решений u1(x, t)и
u2(x, t), приходим к оценке∣∣∣∣∫ t

0

∫
Ω

b(x, τ)
(
|u1τ |p−2u1τ − |u2τ |p−2u2τ

)
uτdxdτ

∣∣∣∣ ≤ C5

∫ t

0

(
‖∇uτ‖2

2,Ω + ‖uτ‖2
2,Ω

)
dτ. (27)

Аналогичным образом, оценивается∣∣∣∣∫ t

0

∫
Γ

(
|u1|σ−2 + |u2|σ−2

)
uuτdΓdτ

∣∣∣∣ ≤

≤


∫ t

0

∫
Γ

|u1|
2r(σ − 2)

r − 2 dxdτ


r − 2

2r

+

∫ t

0

∫
Γ

|u2|
2r(σ − 2)

r − 2 dxdτ


r − 2

2r

×

×
(∫ t

0

∫
Γ

urdxdτ

)1

r
(∫ t

0

∫
Γ

u2
τdxdτ

)1

2
.

Положим r =
2(N − 1)

N − 2
, σ ≤ 2 +

1

N − 2
, N ≥ 3. Тогда по теореме вложения Соболева

H1(Ω) ⊂ Lr(Γ) и H1(Ω) ⊂ L2r(σ−2)/(r−2)(Γ). Учитывая класс гладкости решений u1(x, t) и
u2(x, t), приходим к оценке∣∣∣∣∫ t

0

∫
Γ

(
|u1|σ−2 + |u2|σ−2

)
uuτdΓdτ

∣∣∣∣ ≤ C6

∫ t

0

(
‖∇uτ‖2

2,Ω + ‖∇u‖2
2,Ω + ‖uτ‖2

2,Ω

)
dτ. (28)

В силу (27), (28) получим

∫
Ω

[|uτ |2 + |∇uτ |2 + |∇u|2]dx ≤ C7

∫ t

0

(
‖∇uτ‖2

2,Ω + ‖∇u‖2
2,Ω + ‖uτ‖2

2,Ω

)
dτ, (29)

которое в силу леммы Гронуолла-Беллмана влечет
∫

Ω
(|uτ |2 + |∇uτ |2 + |∇u|2) dx = 0 почти

всюду на временном интервале (0, T ), что означает единственность слабого обобщенного ре-
шения. Таким образом справедлива

Теорема 2 Пусть выполняются условия (4),

2 < σ < 2 +
1

N − 2
, N ≥ 3, p ≤ 2 +

1

N − 2
, N ≥ 3.

Тогда слабое обобщенное решение задачи (1)-(3) на интервале (0, T ) единственно.
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