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ЖАҢА ТРИПОД ТҮРДЕГI 3-PRRS ПАРАЛЛЕЛЬ МАНИПУЛЯТОРДЫҢ
КИНЕМАТИКАЛЫҚ ТАЛДАУЫ

Тұйық кинематикалық тiзбек параллель манипулятордың (ПМ) берiктiгiн жоғарлатып, жетекшi
түйiндерге түсiретiн күштi азайтады. Жоғары жүккөтергiштiк пен жақсы динамикалық көрсет-
кiштер мұндай жүйелердi өндiрiстiң көптеген салаларында қолдануға мүмкiндiк бередi. Қазiргi
кезде тәжiрибеде көбiнесе Стюарт платформасы негiзiнде жасалған алты еркiндiк дәрежелi, алты
аяқты параллель манипуляторлар (гексопод) қолданылады. Мұндай параллель манипулятордың
қозғалмалы платформасы алты аяқпен қозғалысқа келтiрiлетiндiктен оның жұмыс аймағы кiшi
болады. Параллель роботтың жұмыс аймағының ұлғаюын жылжымалы платформаны тiрекпен
байланыстыратын аяқтардың санын кемiту арқылы алуға болады. Үш аяқты параллель роботтар
(трипод) негiзiнен үш еркiндiк дәрежеге ие болады, яғни олар еркiндiк дәрежесi алтыға тең
жылжымалы платформаның кеңiстiктегi берiлген қозғалысын толық қамтамасыз ете алмайды.
Жұмыста әрқайсысы PRRS (P - iлгерлемелi, R - айналмалы, S - сфералық кинематикалық
жұптар) кинематикалық тiзбектен тұратын алты еркiндiк дәрежелi және үш аяқты жаңа 3-PRRS
трипод түрдегi ПМ ұсынылады. Жұмыстың мақсаты манипулятордың жұмыс аймағын анықтап,
жылдамдықтың тура және керi кинематикалық есептерiн шешу болып табылады. Айналмалы
кинематикалық жұптар берiлген ПМ аяқтарының қозғалысына шектеу жасайтындығы белгiлi,
осыған байланысты қозғалмалы платформаның центрiнiң кеңiстiктегi орны XP , YP , ZP мен
бағдарын ψ, θ, ϕ анықтайтын параметрлердiң арасындағы тәуелдiлiктер ескерiлiп, жұмыс аймағы
анықталды. Аяқтардың контурларының тұйықталу теңдеулерiнен Якоби матрицалары құрылды,
айналмалы кинематикалық жұптардың шектеу теңдеулерi бойынша ол матрицаларға толықтыру
жасау арқылы, жылдамдықтың тура және керi кинематикалық есептерi шешiлдi. Осылайша
алты еркiндiк дәрежелi жаңа 3-PRRS трипод түрдегi ПМ Стюарт платформасына қарағанда
аяқтар саны алтыдан үшке азайтылды және iлгерлемелi кинематикалық жұптарды айналмалы
кинематикалық жұптарға алмастыру арқылы жұмыс аймағы ұлғайтылды.

Түйiн сөздер: трипод, параллель манипулятор, жұмыс аймағы, Якоби матрицасы, контурлардың
тұйықталу теңдеуi, кинематикалық талдау.

Р.А. Кайыров
Казахский национальный университет им. аль-Фараби, г. Алматы, Казахстан

e-mail: kairov.rustem@mail.ru
Кинематический анализ нового параллельного манипулятора 3-PRRS типа трипод

Замкнутая кинематическая цепь увеличивает прочность параллельных манипуляторов (ПМ)
и снижает нагрузки, приложенные к ведущим звеньям. Высокая грузоподъемность и хорошие
динамические показатели позволяют использовать такие системы во многих отраслях промыш-
ленности. В настоящее время на практике в основном используются ПМ с шестью степенями
свободы и с шестью ногами (гексаподы) на основе платформы Стюарта. Поскольку подвижная
платформа такого ПМ приводится в движение шестью ногами, его рабочая зона будет небольшой.
Увеличение рабочей зоны параллельного робота можно получить за счет уменьшения количества
ног, соединяющих подвижную платформу со стойкой. ПМ с тремя ногами (триподы) обычно име-
ют три степени свободы, то есть они не могут полностью обеспечить заданное движение мобильной
платформы с шестью степенями свободы. В работе представлен новый ПМ 3-PRRS типа трипод с
шестью степенями свободы и тремя ногами, каждая из которых состоит из кинематической цепи
PRRS (P - поступательные, R - вращательные, S - сферические кинематические пары. Целью
работы является определение рабочей зоны и решение прямой и обратной кинематической задачи
скорости ПМ. Известно, что вращательные кинематические пары ограничивают движение ног дан-
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ного параллельного манипулятора, в связи с этим рабочая зона определялась с учетом зависи-
мости между параметрами, определяющими положение XP , YP , ZP и ориентацию ψ, θ, ϕ центра
движущейся платформы в пространстве. Из уравнений замкнутости контуров кинематических
цепей были построены матрицы Якоби, решены прямая и обратная скоростные задачи кинематики
путем добавления в матрицу Якоби уравнений ограничения вращательных кинематических пар.
Таким образом, в новом ПМ 3-PRRS типа трипод с шестью степенями свободы были уменьшены
количество ног с шести до трех по сравнений с платформой Стюарта и увеличена рабочая зо-
на за счет замены поступательных кинематических пар вращательными кинематическими парами.

Ключевые слова: трипод, параллельный манипулятор, рабочая зона, матрица Якоби, уравнения
замкнутости контуров, кинематический анализ.
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Kinematic analysis of a new 3-PRRS tripod type parallel manipulator

The closed kinematic chain increases the strength of the parallel manipulator (PM) and reduces the
loads applied to the drive links. High carrying capacity and good dynamic performance allow the use
of such systems in many industries. Currently, in practice, mainly PM with six degrees of freedom
and six legs (hexapods), based on the Stewart platform, are used. Since the moving platform of such
PM is driven by six legs, its workspace will be small. An increase in the workspace of a parallel robot
can be obtained by reducing the number of legs connecting the moving platform to the base. PM
with three legs (tripods) usually has three degrees of freedom, and, they cannot fully provide a given
movement of a moving platform with six degrees of freedom. The paper presents a new 3-PRRS type
tripod with six degrees of freedom and three legs, each of which consists of PRRS kinematic chains
(P - prismatic, R - revolute, S - spherical kinematic pairs). The purpose of the work is to determine
the workspace and to solve the direct and inverse problem of speed of the tripod. It is known that
revolute kinematic pairs restrict the movement to the legs of this tripod, therefore, the workspace was
determined taking into account the relationship between the parameters that determine the position
XP , YP , ZP and orientation ψ, θ, ϕ of the moving platform center in space. The Jacobi matrixes were
derived from the equations of the closed loops, the direct and inverse velocity problems of kinematics
are solved by adding the constraints equations of revolute kinematic pairs to the matrix. Thus, in the
new PM 3-PRRS type tripod with six degrees of freedom, the number of legs was reduced from six to
three compared to the Stewart platform, and the workspace was increased by replacing the prismatic
kinematic pairs by revolute kinematic pairs.

Key words: tripod, parallel manipulator, workspace, Jacobi matrix, equations for the closed loops,
kinematic analysis.

1 Кiрiспе

Қазiргi робототехниканың қалпын талдау [1–7] келесiнi көрсетiп отыр: заманауи роботтардың
көбiсiнiң атқарушы механизмдерi (манипуляторлары) ашық (антропоморфты) кинематика-
лық тiзбек түрiндегi сериялық манипуляторлар болып табылады. Сериялық манипуляторлар
әмбебапты, кең жұмыс аймаққа және жоғары маневрлi болғанымен келесi кемшiлiктерге ие:
құрылымы арысты болғандықтан олардың катаңдығы аз, жүккөтергiштiгi нашар және по-
зициялау дәлдiгi төмен.

Роботтардың кинематикалық сұлбаларын жасаудағы баламалы әдiс ретiнде тұйық ки-
нематикалық тiзбекке ие параллель манипуляторларды қолдану болып табылады [3, 8–10].
Сериялық манипуляторларға қарағанда параллель маниупуляторлардың құрылымы қатаң
болады және де жоғары жүккөтергiштiкке, позициялаудың жоғары дәлдiгiне және елеулi тез
әрекеттiлiкке ие болады.

Белгiлi үш аяқты параллель роботтарға жататындар: 3RRR [13–15] түрдегi сфералық
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манипулятор (мұндағы R - айналмалы кинематикалық жұп), оның барлық алты айналмалы
кинематикалық жұптардың айналу өстерi бiр нүктеде қиылысады және Дельта робот [16].

Үш аяқты және еркiндiк дәрежесi алтыға тең параллель манипуляторлардың кейбiр
түрлерi бар. Оларға әр үш аяғы ESR [17] (мұндағы E - жазықтық кинематикалық жұп),
RRPS [18], RES [19], URS [20] (мұндағы U - әмбебап кинематикалық жұп) түрiндегi кеңiстiк-
тiк кинематикалық жұптарға ие параллель манипуляторлар жатады. Осы ПМ жазықтық
және әмбебап кинематикалық жұптар қолданылатындықтан олардың құрылымы мен басқа-
ру жүйесi күрделi болады. 3RRPS [18] түрдегi ПМ бiрiншi кiрiс айналмалы қозғалыс барлық
параллель манипулятордың қозғалмайтын тiректiң шеңберi бойынша айналуы арқылы iске
асырылады, сондықтан бұл оның құрылымын күрделендiредi.

1-сурет - Жаңа трипод түрдегi 3-PRRS параллель манипулятордың 3D моделi

Қарастырылып отырған паралель манипулдяторда кiрiс iлгерiлмелi кинематикалық жұп-
тардың 120◦ бұрышпен орналасқан үш бағыттауыш бойымен iлгерiлмелi қозғалуы гидроци-
линдр арқылы iске асырылады. Кiрiс кинематикалық жұптардың айналмалы қозғалысы үш
гидроцилиндрдiң штоктарымен бiрге қозғалатын сервоприводтар арқылы iске асырылады.
Аяқтарды жылжымалы платформамен бiрiктiретiн сфералық кинематикалық жұптар оның
қозғалысын шектемейдi. Сондықтан алты жетектеменiң қозғалысын басқара отырып қозғал-
малы платформаның кез-келген берiлген қозғалысын алуға болады.

2 Жұмыс аймағы

Негiзгi O0U0V0W0 декарттық координаттар жүйесi үш бұрышты бекiтiлген 0 платформаның
центрiнде (Сур.1) O0 орналасқан. Жергiлiктi PXPYPZP координаттар жүйесi сфералық то-
псалардың O4,1, O4,2, O4,3 центрi болып табылатын, қозғалмалы 4 платформаның P нүктесiнде
бекiтiлген.
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2-сурет - Векторлар мен координаттар жүйелерi

Ыңғайлылық үшiн бастапқыда негiзгi O0U0V0W0 және жергiлiктi PXPYPZP координаттар
жүйелерi сәйкес келедi.

Негiзгi координаттар жүйесiнен сфералық топсалардың центрларына көшу матрицала-
ры [21,23,24] жұмыстарда көрсетiлген. Түрлендiру матрицаларының параметрлерi 1-кестеде
көрсетiлген.

1-кесте – Түрлендiру матрицаларының параметрлерi

OU0V0W0 → OX1,iY1,iZ1,i
a01 = 0, b01 = 0, c01 = O0O1,i = ci,
α01 =

π
2
, β01 = 0, γ01 =

π
2
+ ξ

O1,iX1,iY1,iZ1,i → O2,iU2,iV2,iW2,i

a12 = O′1O
′
2 = ai, b12 = O′2O2 = bi,

c12 = O1,iO
′
1,i = si, α12 =

3π
2
,

β12 = θ2,i, γ12 =
π
2

O2,iU2,iV2,iW2,i → O3,iU3,iV3,iW3,i
a23 = O2,iO3,i, b23 = 0, c23 = 0,
α23 = 0, β23 = θ3,i, γ23 = 0

O3,iU3,iV3,iW3,i → O4,iX4,iY4,iZ4,i
a34 = O3,iO4,i, b34 = 0, c34 = 0,
α34 = 0, β34 = 0, γ34 = 0

O0U0V0W0 → OPXPYPZP aOP , bOP , cOP , αOP , βOP , γOP

Бiрiншi кестеде таңдалған координаттар жүйелерiнiң түрлендiру матрицаларының пара-
метрлерi көрсетiлген, онда si және θ2,i - жалпыланған координаталар, ξ - бiрiншi белсендi
iлгерлемелi кинематикалық жұп пен U0 өсiнiң арасындағы бұрыш.

Берiлгендер:
- барлық қозғалатын түйiндердiң ұзындықтары lO2,iO3,i

= fi, lO3,iO4,i
= gi;

- a01,i, b01,i, c01,i, α01,i, β01,i, γ01,i, абсолюттiк O0U0V0W0 координаттар жүйесiне қатысты
O1,iX1,iY1,iZ1,i, координаттар жүйелерiнiң орналасуын анықтайтын параметрлер;

- hi = lO4,i
P, ϕi жергiлiктi PXPYPZP координаттар жүйесiне қатысты сфералық кинема-

тикалық жұптардың O4,i полярлық координаталары;
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- әр аяқтың түйiндер және кинематикалық жұптар геометриясын анықтайтын параметр-
лер.

Сфералық топсалардың O4,i координаталары былайша анықталады

−bicγi + sisγi − fisγisθ2,i − gisγisθ23,i = UO4,i

−bisγi − sicγi + ficγisθ2,i + gicγisθ23,i = VO4,i

ci + ai + ficθ2,i + gicθ23,i = WO4,i

 , i = 1, 2, 3, (1)

мұнда, θ23,i = θ2,i + θ3,i.
Айналмалы топсалардың механикалық шектеулерiнiң әсерiнен параллель манипулятор-

дың аяқтары, яғни RRS диадалары тек қана жазықтықтар бойынша қозғалатындығы бел-
гiлi. Сол жазықтықтардың теңдеулерiн алу үшiн, (1) жүйенiң бiрiншi және екiншi теңдеулерiн
сәйкесiнше cγi және sγi алдын ала көбейту арқылы қосайық

cγi · UO4i
+ sγi · VO4i

+ bi = 0, (i = 1, 2, 3). (2)

ПМ жұмыс аймағын керi кинематикалық есеп бойынша қарастырайық. Қозғалмалы плат-
форманың кеңiстiктегi орналасуын келесi кiрiс q = [s1, θ2,1, s2, θ2,2, s3, θ2,3,]

T және шығыс
X = [XP , YP , ZP , ψ, θ, ϕ]

T айнымалылары арқылы анықтауға болады. Бiз негiзгi санақ жүй-
есiнiң U0, V0 және W0 өстерiне қатысты бiртiндеп бұрылатын ψ, θ және ϕ Эйлер бұрышта-
рын [12] қолданамыз. Қозғалмалы платформаның PXPYPZP негiзгi O0U0V0W0 координаттар
жүйесiне қатысты қозғалысын келесi P = [XP , YP , ZP ]

T орналасу векторы және 3×3 өлшемдi
ROP бұрылу матрицалары арқылы былайша анықтауға болады

ROP = Ry(θ)Rx(ψ)Rz(ϕ) =

 t11 t12 t13

t21 t22 t23

t31 t32 t33

 , (3)

TOP =


1 0 0 0
XP t11 t12 t13

YP t21 t22 t23

ZP t31 t32 t33

 , (4)

мұнда,

t11 = cθcϕ+ sψsθsϕ, t12 = −cθsϕ+ sψsθcϕ, t13 = cψsθ,
t21 = cψsϕ, t22 = cψsϕ, t23 = −sψ,

t31 = −sθcϕ+ sψcθsϕ, t32 = sθsϕ+ sψcθcϕ, t33 = cψcθ.
(5)

Сфералық топсалардың координаталары былайша анықталады
1

UO41

VO41

WO41

 = TOP


1
h
0
0




1
UO42

VO42

WO42

 = TOP


1
−h/2
h ·
√
3/2

0




1
UO43

VO43

WO43

 = TOP


1
−h/2

−h ·
√
3/2

0

 . (6)

(6)-теңдеулерден (2), (4) және (5) ескеру арқылы қозғалмалы платформаның қозғалысының
шектелу теңдеулерiн анықтаймыз

(XP + h · t11)cγ1 + (YP + h · t21)sγ1 + b = 0[
XP +

h

2
(
√
3t12 − t11)

]
cγ2 +

[
YP +

h

2
(
√
3t22 − t21)

]
sγ2 + b = 0[

XP −
h

2
(
√
3t12 + t11)

]
cγ3 +

[
YP −

h

2
(
√
3t22 + t21)

]
sγ3 + b = 0

 (7)
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мұнда, ξ − U0 мен s1 векторларының оң бағыттарының арасындағы бұрыш, γ1 =
π

2
+ ξ, γ2 =

3π

2
+ ξ, γ3 = ξ − π

6
, ξ = s−1 (b/h) .

(7)-теңдеулер жүйесiнiң екiншi теңдеуiнен үшiншi теңдеуiн сәйкесiнше алдын ала cγ2 және
cγ3 көбейту арқылы азайтатын болсақ, XP былайша анықталады

XP =
h

2

[
t11 + (3− 4c2ξ)t22

]
+ hs(2ξ)t12 − 2bsξ (8)

Дәл осылай (7)-теңдеулер жүйесiнiң екiншi теңдеуiнен үшiншi теңдеуiн сәйкесiнше алдын
ала sγ2 және sγ3 бөлу арқылы азайтатын болсақ, YP анықтаймыз

YP =
h

2

[
t21 + (1− 4c2ξ)t12

]
− hs(2ξ)t22 − 2bcξ (9)

(7)-теңдеулер жүйесiнiң бiрiншi теңдеуiнен (8) және (9) ескере отырып келесi теңдеудi
аламыз

(t11 + t22)sξ + (t12 − t21)cξ =
2b

h
(10)

(10)-теңдеуден (5) теңдеудi ескере отырып келесi теңдеудi аламыз

Acϕ+Bsϕ− 2b

h
= 0, (11)

мұнда, A = (cψ + cθ)sξ + sψsθcξ, B = sψsθsξ − (cψ + cθ)cξ.
(11)-теңдеуден ПМ әр аяғының екi құрастырылуына сәйкес шешiмдер аламыз,

ϕ1,2 = ±c−1

(
C

r

)
+ α, (12)

мұнда, α = tan−1
(
B
A

)
, r =

√
A2 +B2.

Бiз RRS диадалардың оң жақ құрастырылуына сәйкес келетiн шешiмдi қолданамыз.
Осылайша, ZP , ψ және θ тәуелсiз айнымалыларды беру арқылы (8), (9) және (12) теңде-

улерден XP , YP және ϕ тәуелдi параметрлердi анықтаймыз.
(6)-теңдеуден сфералық топсалардың координаталарын былайша анықтаймыз

WO4,1 = ZP − h · t31, WO4,2 = ZP +
h

2
· t31 −

h
√
3

2
· t32,

WO4,3 = ZP +
h

2
· t31 +

h
√
3

2
· t32.

(13)

(3)-матрицаның белгiлi қасиеттерiне байланысты келесi теңдiк орынды

t31 = ±
√

1− t211 − t221

t32 = ±
√

1− t212 − t222

 . (14)

Сфералық топсалардың UO4,i
, VO4,i

нүктелерiне (14) теңдiк орындала-
тындай WO4,i

координаталарының келесi төрт комбинациясы сәйкес келедi
(+t31,+t32; −t31,−t32; +t31,−t32; −t31,+t32). Осы мәндердiң iшiнде тек қана алғашқы
екеуi (+t31,+t32;−t31,−t32) қозғалмалы платформанң қажеттi орналасу шарттарын (7)
қанағаттандырады, яғни кеңiстiктегi кез-келген нүктеге ПМ центрi ең көп дегенде екi
бағдарда жете алады. Ал кейбiр нүктелерге тек қана бiр бағдарда бара алады.
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3 Якоби матрицаларын құру

Аяқтардың контурларының O0O1,iO
′
1,iO

′
2,iO3,iO4,iP тұйықталу теңдеулерiн құрамыз

rP = rO1,i
+ si + a1′2′,i + c2′2,i + fi + gi − hi (15)

мұнда,

[
1
rP

]
= TOP ·


1
0
0
0

 =


1

aP · cγP + bP · sγP · sαP
aP · sγP − bP · cγP · sαP

cP + bP · cαP

 . (16)

(16)-теңдеуден көрiнiп тұрғандай координаттар жүйелерiнiң бас нүктелерiнiң радиус век-
торларын орын ауыстыру матрицалары бойынша келесi түрде анықтауға болады

rP = [UPVPWP ]
T = 0τP = τ(aOP , bOP , cOP , αOP , βOP , γOP ) (17)

және

r
1,i

=
[
U

1,i
V

1,i
W

1,i

]T
= 0τi = τ(a01,i, b01,i, c01,i, α01,i, β01,i, γ01,i). (18)

Абсолюттiк координаттар жүйесiндегi O0U0V0W0 қалған векторлардың координаталарын
келесi бұрылу iшкi матрицаларының көмегiмен анықтаймыз

fi = O2,iO3,i =
0R2,i

2,ifi =
0R1,i · 1,iR2,i · fi =

= R(α01,i, β01,i, γ01,i) ·R(α12,i, β12,i, γ12,i) · 2,ifi.
(19)

Келесi белгiлеулердi енгiземiз γi = γ01,i және берiлген параметрлердi пайдаланып i = 1, 2, 3
аяқтары үшiн келесi векторларды анықтаймыз

fi = R(900, 0, γi) ·R(2700, θ2,i, 90
0) · 2,ifi =

=

 cγi 0 sγi
sγi 0 −cγi
0 1 0

 ·
 0 0 −1

cθ2,i −sθ2,i 0
−sθ2,i −θ2,i 0

 ·
 fi

0
0

 =

 −fi · sγi · sθ2,i

fi · cγi · sθ2,i

fi · cθ2,i

 , (20)

gi = O3,iO4,i =
0R3,i

2,igi =
0R1,i · 1,iR2,i · 2,iR3,i

3,igi =

= R(α01,i, β01,i, γ01,i) ·R(α12,i, β12,i, γ12,i) ·R(α23,i, β23,i, γ23,i)
3,igi =

=

 cγi 0 sγi
sγi 0 −cγi
0 1 0

 ·
 0 0 −1

cθ2,i −sθ2,i 0
−sθ2,i −cθ2,i 0

 ·
 cθ3,i −sθ3,i 0
sθ3,i cθ3,i 0
0 0 1

 ·
 gi

0
0

 =

=

 −gi · sγi · s(θ2,i + θ3,i)
gi · cγi · s(θ2,i + θ3,i)
gi · c(θ2,i + θ3,i)

 ,

(21)
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hi = PO4,i =
0RP · Phi = R(αi, βi, γi) ·

 hi · cϕi
hi · sϕi

0

 . (22)

мұнда, ϕ1 = 0, ϕ2 =
2π
3
, ϕ3 = −2π

3
.

Абсолюттiк O0U0V0W0 координаттар жүйесiне қатысты, (15)-теңдеудегi қалған векторлар
анықталады.

Уақыт бойынша (15)-теңдеуден туынды аламыз

ṙP = ṙO1,i
+ ṡi + ȧ1′2′,i + ċ2′2,i + ḟi + ġi − ḣi (23)

немесе rO1,i
, a1′2′,i, c2′2,i векторларының тұрақты екендiгiн ескере отырып, мынаны аламыз

ṙP = ṡi × e1,i + θ̇2,i × fi + ωi × gi − ωP × hi (24)

мұнда, ṙP = [U̇OP , V̇OP , ẆOP ]
T = [ϑPU0

, ϑPV0
, ϑPW0

]T - қозғалмалы платформаның центрiнiң,
нүктесiнiң сызықтық жылдамдығы; ṡ1,i = ṡ1,i ·e1,i - сызықтық жалпыланған жылдамдықтар-
дың векторлары; θ̇2,i = θ̇2,ie2,i - бұрыштық жалпыланған жылдамдықтардың векторлары;
e2,i - i-шi белсендi бұрыштық өстiң бiрлiк векторы; ωi - i-шi аралық түйiннiң бүрыштық
жылдамдығы; ωP = [ωPU0

, ωPV0
, ωPW0

]T - қозғалмалы платформаның бұрыштық жылдамды-
ғының векторы; Барлық векторлар абсолюттiк O0U0V0W0 координаттар жүйесiне қатысты
анықталған.

(24)-теңдеудiң екi жағын аралық түйiннiң векторына скаляр көбейтемiз

gTi · ṙP = ṡi · gTi · e1,i + gTi · (θ̇2,i × fi) + gTi · (ωi × gi)− gTi · (ωP × hi) (25)

немесе векторлардың өзара орналасуын ескере отырып, мынаны аламыз

gTi · ṙP = ṡi · (gTi · e1,i) + θ̇2,i · e·2,i(fi × gi·)− ωTP · (hi × gi). (26)

Келесi белгiлеулердi енгiземiз

Ẋ =
[
ṙTP , ω

T
P

]
, q̇ =

[
ṡ1, θ̇2,1, ṡ2, θ̇2,2, ṡ3, θ̇2,3

]T
(27)

және (26) теңдеудi келесi матрицалық түрге келтiремiз

Jx · Ẋ = Jq · q̇, (28)

мұнда,

Jx =

 gT1 (h1 × g1)
T

gT2 (h2 × g1)
T

gT3 (h3 × g3)
T


63

,

Jq =

 gT1 · e1,1 eT2,1 · (f1 × g1) 0 0 0 0
0 0 gT2 · e1,2 eT2,2 · (f2 × g2) 0 0
0 0 0 0 gT3 · e1,3 eT2,3 · (f3 × g3)


63

.

Jx және Jq матрицалары кiрiс және шығыс жалпыланған координаталарды байланыстыра-
тын Якоби матрицалары болып табылады.
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4 Жылдамдықтық талдау

4.1 Жылдамдықтың тура кинематикалық есебi

Жетекшi түйiндердiң жыдамдықтарын берiп, қозғалмалы платформаның жылдамдығын
анықтау үшiн, (28) матрицалық тәуелдiлiк жеткiлiксiз. Jx матрицасын толықтыру үшiн, ке-
лесi теңдеудi қарастырайық

O4,i = OP+ hi. (29)

(29)-теңдеудi уақыт бойынша дифференциалдау арқылы келесi теңдеудi аламыз

VO4,i
= ṙP + ωP × hi. (30)

Айналмалы кинематикалық жұптардың шектеулерiне байланысты, сфералық кинемати-
калық жұптардың жылдамдықтары VO4,i

әрқашанда айналмалы кинематикалық жұптардың
айналу әстерiнiң бiрлiк векторларына e2,i және e3,i перпендикуляр болады. Ендеше (30) тең-
деудiң екi жағын e2,i векторына скаляр көбейтемiз

0 = e2,i · ṙP + e2,i · (ωP × hi) (31)

Векторлардың өзара орналасуларына байланысты келесi теңдеудi аламыз

e2,i · ṙP + (hi × e2,i) · ωP = 0 (32)

(32)-теңдеудi матрицалық түрде жазамыз

Jg · ẋ = 06x3 (33)

мұнда,

Jg =


eT2,1 (h1 × e2,1)

T

eT2,2 (h1 × e2,1)
T

eT2,3 (h1 × e2,1)
T


(28) және (33) теңдеулердi бiрге жазамыз, сонымен бiрге Jq матрицасына толықтыру

жасаймыз

Ja · Ẋ = Je · q̇, (34)

мұнда,

Ja =



g1x g1y g1z n1x n1y n1z

g2x g2y g2z n2x n2y n2z

g3x g3y g3z n3x n3y n3z

−cγ1 −sγ1 0 h1z · sγ1 −h1z · cγ1 h1y · cγ1−h1x · sγ1

−cγ2 −sγ2 0 h2z · sγ2 −h2z · cγ2 h2y · cγ2−h2x · sγ2

−cγ3 −sγ3 0 h3z · sγ3 −h3z · cγ3 h3y · cγ3−h3x · sγ3


,
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Je =



−g · sθ23,1 f · g · sθ3,1 0 0 0 0

0 0 −g · sθ23,2 f · g · sθ3,2 0 0

0 0 0 0 −g · sθ23,3 f · g · sθ3,3

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0


,

sθ23,i = sin(θ2,i + θ3,i), sθ3,i = sin θ3,i, cγi = cos γi, sγi = sin γi, i = 1, 2, 3.

4.2 Жылдамдықтың керi кинематикалық есебi

Жылдамдықтың керi кинематикалық есебiнiң мақсаты 3-PRRS параллель манипулятордың
белгiлi орналасуы кезiнде қозғалмалы платформаның берiлген жылдамдықтарын қамтама-
сыз ету үшiн, алты жетектегiштiң қажеттi жылдамдықтарын анықтау болып табылады.

Тәуелсiз айнымалылардың ZP , ψ және θ белгiлi мәндерiн (5) теңдеудi ескеру арқылы (8),
(9) және (12) теңдеулерге қойып тәуелдiXP , YP және ϕ айнымалылардың мәндерiн анықтауға
болады. Келесi белгiлеудi енгiзейiк Ẋ = [ŻP , ψ̇, θ̇], онда келесi теңдiк орынды

Ẋ = Jr · ẋ (35)

Jr =



∂XP

∂ZP

∂XP

∂ψ
+
∂XP

∂ϕ
· ∂ϕ
∂ψ

∂XP

∂θ
+
∂XP

∂ϕ
· ∂ϕ
∂θ

∂YP
∂ZP

∂YP
∂ψ

+
∂YP
∂ϕ
· ∂ϕ
∂ψ

∂YP
∂θ

+
∂YP
∂ϕ
· ∂ϕ
∂θ

1 0 0

0 1 0

0 0 1

∂ϕ

∂ZP

∂ϕ

∂ψ

∂ϕ

∂θ



. (36)

(28)-теңдеуден (35) ескеру арқылы мынаны аламыз

q̇ = J−1
q · Jx · ẋ · Jr (37)

(28)-теңдiктеJq матрицасының өлшемi 6 × 3, сол себептi ол матрицаның керi матрица-
сын анықтау үшiн оны 3× 3 өлшемге келтiремiз, яғни үш айналмалы жетектегiш түйiндердi
қозғалтқан жағдайда үш iлгерлемелi жетектегiш түйiндердi бекiтiп қоямыз және керiсiнше
үш iлгерлемелi жетектегiш түйiндердi қозғалтқан жағдайда үш айналмалы жетектегiш түй-
iндердi бекiтiп қоямыз.



68 Жаңа трипод түрдегi 3-PRRS параллель . . .

5 Сандық мысалдар

Тұрақты параметрлердiң келесi мәндерiнде: ai = 15, bi = 8, ci = 5, fi = 60, gi = 70, h =
43 ПМ жұмыс аймағы анықталды. 3-суретте iлгерлемелi кинематикалық жұптарды бекiтiп
қойған жағдайда s1 = s2 = s3 = 50 және ZP 0 мен 170 аралығында 5 қадамымен, ал ψ
және θ екi цикл бойынша −π/2 мен π/2 аралығында π/50 қадамы бойынша өзгерте отырып
параллель манипулятордың керi кинематикалық есебi [21] шешiлдi, егер берiлген нүктеде
нақты θ2,i шешiмдерi бар болса бағдарлама кеңiстiкке нүкте қояды. Суретте қызыл "o" және
көк "*" бойынша ПМ жұмыс аймағының екi бағдары көрсетiлген.

3-сурет - Жұмыс аймағы

4-суретте ZP 60 мен 135 аралығында 15 қадамымен, ал ψ және θ екi цикл бойынша −π/2
мен π/2 аралығында π/50 қадамы бойынша өзгертiлген. 4-суреттен iлгерлемелi кинематика-
лық жұптардың өзгеруiнiң вертикал бағыттағы жұмыс аймағының өзгеруiне әсер ететiндiгiн
байқауға болады, яғни iлгерлемелi кинематикалық жұптардың ара қашықтығы жақындаған
жағдайда параллель манипулятордың жоғарғы жақтағы жұмыс аймағы кеңейедi, ал ара қа-
шықтықтар алыстаған жағдайда төменгi жақтағы жұмыс аймағы кеңейетiндiгiн көре аламыз.
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s1 = s2 = s3 = 40 s1 = s2 = s3 = 60
4-сурет - iлгерлемелi кинематикалық жұптардың жұмыс аймағына әсерi

Манипуляторды белгiлi бiр қалыпқа алып келемiз (кесте 2) және белсендi кинематикалық
жұптарды белгiлi бiр жылдамдықпен қозғалтқан жағдайда (кесте 3) қозғалмалы платфор-
маның лездiк жылдамдықтарын анықтаймыз (кесте 4).

2-кесте – θ3,i мәндерi (θ2,1 = θ2,2 = θ2,3 = 0, 7853, s1 = s2 = s3 = 60 )

θ3,1 θ3,2 θ3,3 θ3,1 θ3,2 θ3,3

1 1,8061 2,3347 1,8387 7 1,8387 1,8061 2,3347
2 1,8061 2,3347 1,8387 8 1,8387 1,8061 2,3347
3 1,8061 2,3347 1,8387 9 1,8387 1,8061 2,3347
4 1,8200 1,8200 1,8387 10 2,3347 1,8387 1,8061
5 1,8200 1,8200 1,8387 11 2,3347 1,8387 1,8061
6 1,8200 1,8200 1,8387 12 2,3347 1,8387 1,8061

3-кесте – Кiрiс параметрлерi

ṡ1 θ̇2,1 ṡ2 θ̇2,2 ṡ3 θ̇2,3

1 -1 0,2 -1 0,2 -1 0,2
2 0 0,2 0 0,2 0 0,2
3 -1 0 -1 0 -1 0
4 -1 0,2 -1 0,2 -1 0,2
5 0 0,2 0 -1 0 0,2
6 -1 0 -1 0 -1 0
7 -1 0,2 -1 0,2 -1 0,2
8 0 0,2 0 0,2 0 0,2
9 -1 0 -1 0 -1 0
10 -1 0,2 -1 0,2 -1 0,2
11 0 0,2 0 0,2 0 0,2
12 -1 0 -1 0 -1 0
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4-кесте – Шығыс параметрлерi

ϑPU0
ϑPV0

ϑPW0
ωPU0

ωPV0
ωPW0

1 2,3158 -2,1329 19,3295 -0,2341 -0,1473 -0,0159
2 2,0717 -1,9081 18,1863 -0,2094 -0,1317 -0,0142
3 0,2441 -0,2248 1,1432 -0,0246 -0,0155 -0,0016
4 0 0 24,4475 0 0 0
5 0 0 22,7647 0 0 0
6 0 0 1,6828 0 0 0
7 0,6892 3,0720 19,3295 0,2446 -0,1290 -0,0159
8 0,6166 2,7481 19,3295 0,2446 -0,1290 -0,0159
9 0,0726 0,3238 1,1432 0,0257 -0,0136 -0,0016
10 -3,0051 -0,9391 19,3295 -0,0105 0,2572 -0,015
11 -2,6883 -0,8400 18,1863 -0,0094 0,2472 -0,0142
12 -0,3168 -0,0990 1,1432 -0,0011 0,0291 -0,0016

6 Қорытынды

Жұмыста трипод түрдегi 3-PRRS ПМ жұмыс аймағын анықтау кезiнде қозғалмалы плат-
форманың центрi кеңiстiктегi белгiлi бiр нүктеге тек қана екi бағдарда бара алатындығы бел-
гiлi болды. Белгiлi бiр вертикал жазықтықтағы параллель манипулятордың жұмыс аймағы
шеңбер болатындығы анықталды және сол шеңбердiң iшiндегi манипулятордың центрiнiң
қозғалу траекториясы көрсетiлдi. iлгерлемелi кинематикалық жұптардың қозғалысы верти-
кал бағыттағы жұмыс аймағының ұлғаюына әсер ететiндiгi белгiлi болды. Манипулятордың
жылдамдығының тура және керi кинематикалық есептерi шешiлдi және салыстырылды, син-
гулярлық конфигурациядан алыс аймақтарда шешiмдердiң абсолюттiк алшақтығы 5% асқан
жоқ.
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