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О РАЗРЕШИМОСТИ ОДНОГО СИНГУЛЯРНОГО
ИНТЕГРАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ В

ПРОСТРАНСТВАХ БЕСОВА

Впервые существование и единственность решения, нетеровая разрешимость рассмот-
риваемого сингулярного интегрального уравнения в Lp(E), p > 2 получены В.С. Вино-
градовым в работе "О разрешимости одного сингулярного интегрального уравнения".
Эти результаты продолжены И.И. Комяком в Lp(E), p > 1, для случая более общего
уравнения в работе "О разрешимости одного класса двумерных сингулярных инте-
гральных уравнений". А в данной статье изучена разрешимость одного сингулярного
интегрального уравнения в пространствах Бесова Bα

p,1(E), 1 < p < 2, α = 2
p −1 не вло-

женные в Lq(E) ни при каком q > 2. Разрешимость рассмотриваемого сингулярного
интегрального уравнения эквивалентно непрерывной разрешимости дифференциаль-
ного уравнения Бельтрами ∂w

∂z̄ −µ(z)∂w∂z =0. Доказана нетеровая разрешимость сингу-
лярного интегрального уравнения, показано, что индекс равен нулю и ядро состоит
только из нуля.В явном виде приведены операторы-регуляризаторы для рассмотрива-
емого уравнения. Эти результаты дают существование непрерывного гомеоморфизма
уравнения Бельтрами.

Ключевые слова: сингулярный оператор, сингулярное интегральное уравнение,
уравнение Бельтрами, регуляризатор, ограниченный оператор, индекс оператора,
гомеоморфизм, обратный оператор.

Zh. B. Aldashova
About decidability of singular integral equation in Besov space

The existence and uniqueness of solutions of singular integral equation in Lp(E), p > 2
obtained by V.S. Vinogradov in the paper "On the solvability of a singular integral equation".
These results continued by I.I. Komyak in Lp(E), p > 1 in the case of a more general equation
in the paper "On the solvability of a class of two-dimensional singular integral equations".
And in this article studied the solubility of a singular integral equation in Besov spaces
Bα

p,1(E), 1 < p < 2, α = 2
p
− 1 but not embedded in Lq(E) not any q > 2. Solvability

of this equation is equivalent to continuous solvability of the differential Beltrami equation
∂w
∂z

−µ(z)∂w
∂z

= 0. Shown to be Noetherian solubility of singular integral equation, proved that
the index is zero and the kernel consists only of zero.We explicitly construct the operator -
regulyarizators have considered a singular integral. These results suggest the existence of a
continuous homeomorphism of the Bel′trami equation.

Key words: {singular operator, singular equation, kernel of operator ,index of operator,
homeomorphism, analytic functions, Bel′trami equation, bounded operator.}
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Ж.Б. Алдашова
Бiр сингуляр интегралдық теңдеудiң Бесов кеңiстiгiндегi шешiмi

Алғашқы рет Lp(E), p > 2 кеңiстiгiнде қарастырылып жатқан сингуляр интегралдық
теңдеудiң шешiмiнiң бар болуын және жалғыздығын В.С. Виноградов "Бiр сингуляр ин-
тегралдық теңдеудiң шешiлуi туралы"атты жұмысында көрсеткен. Ал бұл нәтижелер
Lp(E), p > 1 үшiн сингуляр интегралдық теңдеудiң жалпы түрiне И.И.Комяк "Бiр екiөл-
шемдi сингуляр интегралдық теңдеулер класының шешiлуi туралы"атты жұмысында
жалғастырған. Ал бұл мақалада бiр сингуляр интегралдық теңдеудiң ешқандай q > 2
кезiнде Lq(E)−ға енгiзiлмеген Бесов класындағы Bα

p,1(E), 1 < p < 2, α = 2
p
− 1 шешiмi

толығымен қарастырылады. Қарастырылып жатқан сингуляр интегралдық теңдеудiң
шешiлiмi Бельтрами дифференциалдық теңдеуiнiң ∂w

∂z
−µ(z)∂w

∂z
= 0 үзiлiссiз шешiлiмiне

эквиваленттi. Оның нетерлiк шешiлiмi көрсетiлген. Индексiнiң нөлге тең екенi және
ядросы тек қана нөлден тұратыны дәлелденген. Анық түрде оператор - регуляризатор-
лар құрастырылған. Бұл нәтижелер Бельтрами теңдеуiнiң үзiлiссiз гомеоморфизмi бар
екенiн көрсетедi.

Түйiн сөздер: {сингуляр оператор, сингуляр интегралдық теңдеу, керi оператор, ше-
нелген оператор, аналитикалық функция, оператордың өзегi, оператордың индексi.}

Постановка задачи.Расссмотрим следующее сингулярное интегральное уравнение:

ρ(z)− µ(z)(Sρ)(z) = f(z), (1)

где

(Sρ)(z) = − 1

π

∫∫
E

ρ(ζ)

(ζ − z)2
dξdη (2)

сингулярный интегральный оператор, понимаемый в смысле главного значения по Ко-
ши, E - двумерная комплексная плоскость, z = x+ iy, ζ = ξ+ iη, ρ(z), f(z) принадлежат
пространству Бесова Bα

p,1(E), 1 < p < 2, α = 2
p
− 1 и µ(z) ∈ Bα+1

p,1 (E) и удовлетворяет
неравенству

|µ(z)| ≤ q < 1. (3)

Заметим, что имеет место вложение Bα
p,1(E) ⊂→ L2(E) при 1 < p < 2, α = 2

p
− 1,

но не вложено в Lq(E) ни при каком q > 2, а Bα+1
p,1 (E) вложено в пространство C(E)

непрерывных на E функций [1].

Условие (3) является условием эллиптичности уравнения Бельтрами. Мы ищем ре-
шение ρ(z) уравнения (1) в классе Bα

p,1(E), 1 < p < 2, α = 2
p
−1. Следуя В.С. Виноградову,

докажем следующие теоремы:

Теорема 1 Оператор I−µS, где I− тождественный оператор, нетеров в Bα
p,1(E), 1 <

p < 2, α = 2
p
− 1.

Доказательство. Рассмотрим оператор

R = (I − µnSn)−1
n−1∑
k=0

(µS)k,
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где n− целое число.

Известно [2], что R является двусторонним регуляризатором для I − µS в классе
Lp(E), p > 2, и при этом мы знаем [1]

||SEf ||Bα
p,1(E)→Bα

p,1(E) = ||SEf ||Lp(E)→Lp(E). (4)

Убедимся, что существует обратный оператор (I−µnSn)−1 и ограниченный в Bα
p,1(E).

Норма оператора S в L2(E) равна единице и он имеет ограниченный оператор [3], поэто-
му норма Sn в L2(E) тоже равна единице. Норма же оператора Sn в Lp(E) оценивается
максимумом модуля преобразования Фурье ядра этого оператора и числа p [5].

Используя формулу для преобразования Фурье ядра оператора Sn [6]

ℑ((−1)n n
π
e−i·2nθ

r2(z,ζ)
) = (−1)n·n

2π2

2π∫
0

(ln 1
|cosγ| −

iπ
2
signcosγ)ei·2nθdθ

можно показать, что

||S||nLp(E) < nAp,

где постоянная Ap = ||SE||Lp(E)→Lp(E), p > 1, и не зависит от n.
Зафиксируем теперь число p. Так как

||µnSn||Lp(E) ≤ qnnAp,

тогда при достаточно большом n выполняется следующее неравенство [3],[6]:

||µnSn||Lp(E) < 1.

В силу (4) имеем:

||S||nBα
p,1(E) < nAp, ||µnSn||Bα

p,1(E) ≤ qnnAp, ||µnSn||Bα
p,1(E) < 1.

Тогда по известной теореме из анализа существует ограниченный обратный оператор
(I − µnSn)−1, который действует из Bα

p,1(E) в Bα
p,1(E). Из этого следует, что оператор

R = (I − µnSn)−1 ·
n−1∑
k=0

(µS)k

является ограниченным оператором в Bα
p,1(E), 1 < p < 2, α = 2

p
− 1.

Покажем, что R является левым регуляризатором оператору I − µS :

R · (I − µS) = [(I − µnSn)−1

n−1∑
k=0

(µS)k)](I − µS) =

= (I − µnSn)−1(I + µS + (µS)2 + ...+ (µS)n−1)(I − µS) =

= (I − µnSn)−1(I + µS + ...+ (µS)n−1 − µS − ...− (µS)n−1 − (µS)n) =

= (I − µnSn)−1(I − (µS)n) = (I − µnSn)−1 · (I − µnSn +D1) =
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=
I − µnSn +D1

I − µnSn
= I +

D1

I − µnSn
= I +D2,

где D1 вполне непрерывный оператор в Bα
p,1(E), так как известно [7], что операторы

µkSk − (µS)k, k = 1, 2, ..., n вполне непрерывны в Bα
p,1(E).

Следовательно, оператор

D2 =
D1

I−µnSn ,

как произведение вполне непрерывного и ограниченного операторов, тоже является
вполне непрерывным в Bα

p,1(E). Если оператор I − µS умножим справа на R, то рас-
суждая аналогично, получим, что R является и правым регуляризатором для I − µS.
Значит оператор I − µS нетеров в Bα

p,1(E), 1 < p < 2, α = 2
p
− 1.

Теорема 2 Индекс оператора I − µS в Bα
p,1(E), 1 < p < 2, α = 2

p
− 1 равен нулю.

Доказательство. Из теоремы 1 семейство операторов Vλ = I − λµS, λ ∈ [0, 1] явля-
ется нетеровым в Bα

p,1(E), так как

|λµ(z)| = |µ1(z)| ≤ q < 1.

Ясно, что IndI = 0. Следовательно, в силу свойства гомотопности оператор I − µS
тоже имеет нулевой индекс в Bα

p,1(E) : Ind(I − µS) = 0.
Теорема 3 Ядро оператора I − µS в Bα

p,1(E), 1 < p < 2, α = 2
p
− 1 состоит только из

нулевого элемента.

Доказательство. Покажем, что однородное уравнение

ρ(z)− µ(z)(Sρ)(z) = 0 (5)

имеет только нулевое решение в Bα
p,1(E). Пусть ρ(z)− не нулевое решение уравнения (5)

в классе Bα
p,1(E), 1 < p < 2, α = 2

p
− 1.

Рассмотрим функцию

w(z) = (TEρ)(z)− (TEρ)(0) = − 1

π

∫∫
E

[
1

ζ − z
− 1

ζ
]ρ(ζ)dξdη. (5′)

Можно непосредственно проверить, что w(z) удовлетворяет уравнению Бельтрами

∂w

∂z
− µ(z)

∂w

∂z
= 0. (6)

Имеет место следующая оценка [1]:

||w(z)||Bα+1
p,1 (E) = ||TEρ(z)− TEρ(0)||Bα+1

p,1 (E) ≤ Kp||ρ(z)||Bα
p,1(E)|z|1−

2
p , (7)

где постоянная Kp зависит только от p.
Возьмем теперь p0 < 2 настолько близким к 2, чтобы q||S||Bα

p0,1
(E) < 1. Известно [9],

что

χ(z) = z − 1
π

∫∫
E

[ 1
ζ−z

− 1
ζ
]ρ̃(ζ)dξdη,
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где ρ̃(ζ) ∈ Bα
p0,1

(E), является гомеоморфным решением уравнения Бельтрами.

Из результатов работ [1], [9] следует существование постоянной C такой, что сам
гомеоморфизм и его обратный удовлетворяет оценкам:

|χ(z)| ≤ C|z|, |z(χ)| ≤ C|χ|. (8)

По теореме из [10] о представлении решений системы (6), имеем

w(z) = Φ(χ(z)), (9)

где Φ(z)− целая функция от χ. Из условия (7), (8) следует

||Φ(z)||Bα+1
p,1 (E) = ||w(z)||Bα+1

p,1 (E) = ||TEρ(z)− TEρ(0)||Bα+1
p,1 (E) ≤ Kp||ρ(z)||Bα

p,1(E)|z|1−
2
p .

Такая целая функция Φ(χ) по теореме Лиувилля является поcтоянной величиной т.е.
Φ(z) = const, а значит в силу (9) w(z) = const. Отсюда ρ(z) = ∂w

∂z
≡ 0.

Заключение. Доказано нетеровая разрешимость сингулярного интегрального урав-
нения. Показано, что индекс равен нулю и ядро состоит только из нуля. В явном виде
приведены операторы - регуляризаторы для рассмотриваемого уравнения в простран-
ствах Бесова Bα

p,1(E), 1 < p < 2, α = 2
p
− 1.

Эти результаты применимы для доказательства нетеровости в классах Бесова более
общих сингулярных интегральных уравнений.
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