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Конструирование оптимального управления
с обратной связью для нестационарных линейных

систем при закрепленных концах траекторий ∗

В работе предлагается алгоритм решения задачи оптимизации для нестационарных
неоднородных линейных систем управления. Рассматривается задача с квадратич-
ным функционалом затрат и ограниченным управлением из множества в форме эл-
липсоида. Требуется оптимальным образом перевести систему из заданного началь-
ного состояния в начало координат за конечный интервал времени. Особенностью
рассматриваемой задачи является то, что входной сигнал ищется в виде синтезирую-
щего управления, зависящего от текущего состояния системы и времени. Использо-
вание множителей Лагранжа специального вида позволяет сконструировать искомое
управление с обратной связью, обеспечивающее выполнение заданных ограничений
на значения управления и точный перевод системы в начало координат за конеч-
ный интервал времени. Предлагаемый метод представлен в виде алгоритма, удобно-
го для реализации на компьютере. Полученные результаты могут быть использованы
для решения задач оптимального управления космическими аппаратами, самолета-
ми, роботами-манипуляторами и т.д.
Ключевые слова: линейная система, квадратичный функционал, эллипсоид, управле-
ние с обратной связью, множители Лагранжа.
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Constructing the feedback optimal control for nonstationary linear systems

with fixed endpoints of trajectories

The algorithm for solving the optimization problem for nonstationary nonhomogenous
linear control systems is offered in this article. The problem with quadratic cost functional
and ellipsoid-constrained control is considered. It is required to transfer the system from the
given initial state to the origin along the optimal way for a finite time interval. The feature of
the considered problem is that the entrance signal is looked for in the form of the synthesizing
control which depends on current state of the system and time. Usage of Lagrange multipliers
of a special form allows to construct the required feedback control providing a fulfillment of
given constraints on control values and exact transfer the system into the origin for a finite
time interval. The offered method is presented in the form of the algorithm convenient for
computer-aided realization. The received results can be used for solving the optimal control
problems for spacecrafts, planes, robot manipulators, etc.
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З.Н. Мұрзабеков, Ш.Ә. Айпанов
Жолсызықтарының ұштары бекiтiлген жағдайда тұрлаусыз сызықтық

жүйелер үшiн керi байланысты тиiмдi басқарым құру

Жұмыста тұрлаусыз бiртектес емес сызықтық басқару жүйелерi үшiн тиiмдiлеу
есебiн шешу алгоритмi ұсынылған. Квадраттық шығын функционалы және эллипсо-
ид түрiндегi жиыннан алынған шенелген басқарымы бар есеп қарастырылған. Жүйенi
ақырлы уақыт аралығында берiлген бастапқы жағдайдан координаталар басына тиiм-
дi тәсiлмен көшiру керек. Қарастырылып отырылған есептiң ерекшелiгi – кiрiс сиг-
налы жүйенiң ағымдық жағдайы мен уақытқа тәуелдi синтездеушi басқарым түрiнде
iзделiнедi. Арнайы түрдегi Лагранж көбейткiштерiн қолдану басқарымның мәндерiне
қойылған шектеулердiң орындалуын қамтамасыз ететiн және ақырлы уақыт аралығын-
да жүйенi координаталар басына дәл жеткiзетiн iзделiндi керi байланысты басқарым-
ды құруға мүмкiндiк бередi. Ұсынылып отырылған әдiс компьютерде жүзеге асыруға
ыңғайлы алгоритм түрiнде сипатталған. Алынған нәтижелердi ғарыш аппараттарын,
ұшақтарды, робот-манипуляторларды, т.б. тиiмдi басқару есептерiн шешу үшiн қолда-
нуға болады.

Түйiн сөздер: {сызықтық жүйе, квадраттық функционал, эллипсоид, керi байланы-
сты басқарым, Лагранж көбейткiштерi.}

Введение. На практике часто встречаются задачи оптимального управления динамиче-
скими системами с закрепленными концами траекторий. Это, например, задачи управ-
ления космическими аппаратами, самолетами, роботами-манипуляторами и т.д. В этих
задачах требуется обеспечить перевод системы из заданного начального состояния в
желаемое конечное состояние за конечный интервал времени, минимизируя при этом
затраты топлива или энергии.

Различные математические постановки задач оптимального управления и практиче-
ские примеры приведены в [1, 2]. Обстоятельный обзор моделей и методов, используемых
в современной теории оптимального управления содержится в [3]. Задача оптимального
управления для динамических систем может быть сформулирована как задача нахож-
дения программного управления u(t) или как задача конструирования синтезирующего
управления u(x, t), т.е. управления с обратной связью, зависящего от вектора состоя-
ния системы x и текущего времени t. В первом случае задача может быть решена с
использованием принципа максимума Понтрягина [4], во втором случае для решения
задачи можно использовать метод динамического программирования Беллмана [5] или
достаточные условия оптимальности Кротова [6].

Отметим, что особенностью рассматриваемой задачи является то, что траектории
системы должны проходить через фиксированные точки в начальный и конечный мо-
менты времени, т.е. левые и правые концы траекторий являются закрепленными. При-
веденный в данной работе метод решения задачи оптимального управления основан на
использовании множителей Лагранжа [7], причем предлагается использовать множите-
ли специального вида [8], которые позволяют построить синтезирующее управление и
обеспечивают приведение системы к желаемому состоянию в конечный момент времени.

1 Постановка задачи

Рассматривается линейная система управления, описываемая дифференциальным урав-
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нением вида
ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t) + f(t), (t0 ≤ t ≤ T ), (1)

с заданным начальным условием
x(t0) = x0 (2)

и конечным условием
x(T ) = 0n, (3)

с ограничением на значения управления

u(t) ∈ U(t) = {u ∈ Em | 0.5u′D(t)u− d ≤ 0}, d > 0, (t0 ≤ t ≤ T ). (4)

Здесь x(t) – n-вектор состояния объекта; u(t) –m-вектор кусочно-непрерывных управля-
ющих воздействий; A(t), B(t) – матрицы размерностей (n× n), (n×m) соответственно
(элементы этих матриц являются непрерывными функциями); f(t) – n-вектор непре-
рывных функций; D(t) – положительно определенная (m × m)-матрица; 0n – нулевой
n-вектор; штрих (′) означает операцию транспонирования. Динамика системы рассмат-
ривается в интервале времени [t0, T ], где t0 и T – заданные начальный и конечный
моменты времени.

Целевой функционалом имеет вид

J(u) =

T∫
t0

[0.5x′(t)Q(t)x(t) + 0.5u′(t)R(t)u(t)] dt, (5)

где Q(t) – положительно полуопределенная (n×n)-матрица, R(t) – положительно опре-
деленная (m×m)-матрица.

Ставится задача: найти синтезирующее управление u(t) = u(x(t), t), которое удовле-
творяет ограничению (4) и переводит систему (1) из заданного начального состояния
(2) в конечное состояние (3) (в начало координат) за фиксированный интервал времени
[t0, T ], минимизируя при этом функционал (5).

2 Алгоритм решения задачи

Предлагаемый метод решения задачи основан на достаточных условиях оптимально-
сти, полученных в [8]. Для снятия ограничения в виде дифференциальной связи (1)
используется множитель Лагранжа λ0(t) = λ0(x(t), t) = K(t)x(t) + q(t), где K(t) – сим-
метрическая (n × n)-матрица, q(t) – n-вектор-функция, подлежащие определению. А
другой множитель Лагранжа λ(t) ≥ 0 выбирается таким образом, чтобы обеспечить
выполнение ограничения (4) на значения управлений.

Обозначим через W (t, T ) симметрическую (n× n)-матрицу вида

W (t, T ) =

T∫
t

Φ(t, τ)S(t)Φ′(t, τ) dτ.

Здесь S(t) = B(t)R−1(t)B′(t) – симметрическая (n × n)-матрица; Φ(t, τ) = Θ(t)Θ−1(τ)
– матрица размерности (n× n); Θ(t) – фундаментальная матрица решений дифферен-
циального уравнения вида ẏ(t) = [A(t)− S(t)K(t)]y(t).
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Оптимальная траектория движения системы и оптимальное управление в задаче
(1)–(5) могут быть найдены с использованием следующего алгоритма:

1) Проинтегрировать в интервале [t0, T ] систему дифференциальных уравнений

K̇(t) = −A′(t)K(t)−K(t)A(t) +K(t)S(t)K(t)−Q(t), K(T ) = KT ,

Ẇ (t, T ) = [A(t)− S(t)K(t)]W (t, T ) +W (t, T )[A(t)− S(t)K(t)]′ − S(t), W (T, T ) = On,
(6)

где KT – положительно полуопределенная симметрическая (n× n)-матрица; On – нуле-
вая (n× n)-матрица. В результате интегрирования системы (6) определяются матрицы
K0 = K(t0) и W0 = = W (t0, T ) (интегрирование производится в обратном направлении
изменения времени).

2) Проинтегрировать в интервале [t0, T ] систему дифференциальных уравнений

K̇(t) = −A′(t)K(t)−K(t)A(t) +K(t)S(t)K(t)−Q(t), K(t0) = K0,

Φ̇(t0, t) = −Φ(t0, t)[A(t)− S(t)K(t)], Φ(t0, t0) = In,
χ̇(t) = [A(t)− S(t)K(t)]χ(t)− S(t)η(t) + f(t), χ(t0) = x0,
η̇(t) = −[A(t)− S(t)K(t)]′η(t)−K(t)f(t), η(t0) = 0n,

(7)

где χ(t), η(t) – вспомогательные n-векторы; In – единичная (n×n)-матрица. В результате
интегрирования системы (7) определяются матрица Φ(t0, T ) и вектор χ(T ), тем самым
можно вычислить вектор

q0 =W−1(t0, T )Φ(t0, T )χ(T ) (8)

(предполагается, что матрица W (t0, T ) невырождена).
3) Проинтегрировать в интервале [t0, T ] систему дифференциальных уравнений

K̇(t) = −A′(t)K(t)−K(t)A(t) +K(t)S(t)K(t)−Q(t), K(t0) = K0,

Ẇ (t, T ) = [A(t)− S(t)K(t)]W (t, T ) +W (t, T )[A(t)− S(t)K(t)]′ − S(t), W (t0, T ) = W0,
ẋ(t) = [A(t)− S(t)K(t)]x(t) +B(t)φ(x(t), t)− S(t)q(t) + f(t), x(t0) = x0,
q̇(t) = −[A(t)− S(t)K(t)]′q(t) +W−1(t, T )B(t)φ(x(t), t)−K(t)f(t), q(t0) = q0.

(9)
Здесь выбор вектора q0 в начальном условии q(t0) = q0 в виде (8) обеспечивает прохож-
дение траектории системы через начало координат в момент времени T , т.е. выполнение
конечного условия x(T ) = 0n. Полученное из (9) решение x(t), (t0 ≤ t ≤ T ) соответству-
ет искомой оптимальной траектории движения системы. В процессе интегрирования
системы (9) вычисляется оптимальное управление по формуле

u(x(t), t) = −[R(t) + λ(t)D(t)]−1B′(t)[K(t)x(t) + q(t)] =
= ω(x(t), t) + φ(x(t), t), (t0 ≤ t ≤ T ),

(10)

где
ω(x(t), t) = −R−1(t)B′(t)[K(t)x(t) + q(t)],
φ(x(t), t) = {[Im + λ(t)R−1(t)D(t)]−1 − Im}ω(x(t), t);

(11)

Im – единичная (m×m)-матрица.
В формулах (10), (11) множитель Лагранжа λ(t) ≥ 0 следует выбрать так, чтобы

обеспечить выполнение ограничения (4) на значения управлений. Если в момент вре-
мени t выполняется неравенство 0.5ω′(x(t), t)D(t)ω(x(t), t) − d ≤ 0, то можно принять
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λ(t) = 0; в противном случае λ = λ(t) выбирается из условия

δ(λ) = 0.5u′(x(t), t)D(t)u(x(t), t)− d = 0. (12)

Можно показать, что существует единственный корень λ > 0 уравнения δ(λ) = 0, ко-
торый может быть найден с использованием известных численных методов (например,
метода дихотомии [9]).

3 Пример

Рассматривается система, динамика которой в интервале времени [t0, T ] = [0, 3] описы-
вается дифференциальными уравнениями

ẋ1(t) = −2x1(t) + 3x2(t) + u1(t) + sin t,
ẋ2(t) = −4x1(t)− ln(t+ 1)x2(t) + u2(t)

(13)

с начальными условиями x1(t0) = 7 и x2(t0) = 2. Управления u1 и u2 могут принимать
значения из эллипса 5u21 − 6u1u2 + 5u22 − 8 ≤ 0. Требуется перевести систему в нача-
ло координат, т.е. обеспечить выполнение конечных условий x1(T ) = 0 и x2(T ) = 0,
минимизируя при этом функционал

J(u) =
T∫
t0

[0.5 (e−t + 1)x21(t)− x1(t)x2(t) + 0.5 x22(t)+

+0.5u21(t) + 0.5 (t+ 1)u22(t)] dt→ inf
u
.

(14)

Результаты численных расчетов, полученные с использованием алгоритма, приведенно-
го в предыдущем разделе, показаны на рис. 1 и 2. Найденные управления обеспечивают
достаточно точный перевод системы из начального состояния (7, 2) в начало коорди-
нат (0, 0) за интервал времени [t0, T ] = [0, 3] (в численных расчетах получены значения
x1(T ) ≈ 0.26 · 10−12 и x2(T ) ≈ 0.52 · 10−12).

Рис. 1: Фазовые переменные x1(t) и x2(t)

Как видно из рис. 2, оптимальные управления в интервале времени [t0, t1] принима-
ют значения, расположенные на границе эллипса (участок AB), а в интервале (t1, T ]
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Рис. 2: Управления u1 и u2 (A – в начальный момент t0;
B – в момент переключения управления t1; C – в конечный момент T )

значения управления соответствуют внутренним точкам эллипса (участок BC). Пере-
ключение управления происходит в момент времени t1 ≈ 0.4298.

Заключение. В работе рассмотрена линейно-квадратичная задача оптимального управ-
ления, где допустимые значения входа принимают значения из заданного множества в
виде эллипсоида. Особенностью задачи является то, что левые и правые концы траек-
торий являются закрепленными, требуется перевести систему из начального состояния
x(t0) = x0 в начало координат x(T ) = 0n за заданный интервал времени [t0, T ], миними-
зируя при этом квадратичный функционал (5).

Рассматриваемая задача оптимального управления решена здесь с использованием
множителя Лагранжа специального вида. Множитель λ0(t) выбирается в виде функции
λ0(t) = = λ0(x(t), t) = K(t)x(t) + q(t), что позволяет сконструировать синтезирующее
оптимальное управление u(x(t), t). Матрица K(t) и вектор q(t) находятся в результате
решения некоторых дифференциальных уравнений в интервале [t0, T ], причем для век-
тора q(t) условие q(t0) = q0 выбирается так, чтобы обеспечить выполнение конечного
условия x(T ) = 0n для вектора состояния системы.

За счет выбора другого множителя Лагранжа λ = λ(t) обеспечивается выполнение
ограничения (4) на значения управлений. В случае, когда управление является внут-
ренней точкой множества U(t), имеем λ = 0. Если же управление лежит на границе
множества U(t), то соответствующее значение λ > 0 определяется как корень уравне-
ния δ(λ) = 0 (см. формулу (12)).

Рассмотренный пример (13), (14) показывает применимость предлагаемого алгорит-
ма для нестационарных линейных систем с квадратичным функционалом качества, где
подинтегральная функция также может явно зависеть от времени.
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